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Рассматривается задача о растяжении и сдвиге тонкой изотропной пластины, ослаб-
ленной двоякопериодической системой прямолинейных трещин с концевыми зонами. 
Строятся  общие представления решений, описывающие класс задач с двоякопериодиче-
ским распределением напряжений вне трещин. Основное сингулярное интегральное урав-
нение задачи сводится к бесконечной системе алгебраических уравнений. Из-за неиз-
вестного размера концевой зоны система уравнений оказалась нелинейной даже при ли-
нейном законе деформирования связей.  

 
Пусть в неограниченной изотропной пластине, ослабленной двоякопериодической 

системой прямолинейных трещин, действуют средние напряжения N1, N2 и N12. Будем 
считать, что на берегах трещин вне концевых зон заданы одинаковые в конгруэнтных 
точках, самоуравновешенные нагрузки ( )xF ± . 

Выделим части трещины длиной d1 и d2 (концевые области), примыкающие к ее 
вершинам ( 1dx +−≤≤− ll  и ll ≤≤− xd2 , 0=y ). Полагаем, что их размеры, заранее 
неизвестные, могут быть сравнимы с размером трещины. Взаимодействие берегов тре-
щины в концевой области моделируется путем введения между берегами трещины свя-
зей, имеющих заданную диаграмму деформирования. Под действием внешних нагрузок в 
связях между берегами трещины будут возникать нормальные  )(xq y  и касательные уси-
лия )(xqxy . Величины этих напряжений заранее неизвестны и подлежат определению в 
процессе решения задачи механики разрушения. 

Обозначим основные периоды 1ω  и 2ω  ( 0Im 1 =ω , )0Im 12 >ωω , область, занятую 
материалом пластины, через D; начала и концы трещин поместим соответственно в точ-
ках  

21 ωω nm ++− l ,   21 ωω nm ++l ,            ( )20...;,1,0, 1ω<≤±±= lnm . 
В силу симметрии граничных условий и геометрии области D,  напряжения в D  яв-

ляются двоякопериодическими функциями с основными периодами 1ω  и 2ω . 
Решение задачи ищем в виде [4] 
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Здесь ( ) ( ) ( )xFxFxF −+ −= ; ( )zρ  и ( )zζ  – функции Вейерштрасса, ( )z1ρ  – специ-
альная мероморфная  функция; ( )xF  – скачок выражения ( ) ( )xix xyy τσ +  на берегах тре-
щин [ ]21, dd −+− ll ;  А и В – постоянные, определяемые статическими условиями, 

)(xp – искомая функция на ( )ll,− . 
К основным представлениям (1) необходимо добавить дополнительное равенство, 

выражающее условие однозначности смещений в D: 
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=
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l

dxxp  (2) 

Из условий двоякопериодичности и существования в D заданных средних напря-
жений N1, N2 и N12, находим постоянные А и В в следующем виде 
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Здесь ασ sin22 N= , ατ cos212 NN += , ααασ 2
21211 coscos2sin NNN ++= , 1σ , 2σ , τ  – 

средние напряжения на площадках, перпендикулярных координатным осям Oх и Oу. 
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Условия двоякопериодичности напряжений будут выполняться за счет выбора ис-
комых функций (1), поэтому достаточно удовлетворить граничным условиям лишь на 
берегах основной трещины. 

Эти граничные условия имеют вид [6]: 
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00 ,    [ ]210 , ddx −+−∈ ll , (5) 

 ( ) ( ) xyy iqqxx +=Φ+Ω  на концевых зонах ( )1, d+−− ll  и ( )ll ,2d− . 
Основные соотношения поставленной задачи должны быть дополнены уравнением, 

связывающим раскрытия берегов трещины и усилия в связях. 
Это уравнение в рассматриваемой задаче можно представить, согласно [1, 2], в виде  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]xiqxqxCuui xyy −=−−− −+−+ συυ , , (6) 

 22
xyy qq +=σ . 
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Функцию ( )σ,xC  можно рассматривать как эффективную податливость связей, за-
висящую от их натяжения; σ  – модуль вектора усилий в связях; ( )−+ −υυ  – нормальная, 
( )−+ − uu  – касательная составляющая раскрытия берегов трещины в концевой зоне. 

Подставляя предельные значения функций ( )xΦ  и ( )zΩ  в граничное условие (5), 
получаем сингулярное интегральное уравнение  относительно )(xp   
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где  при [ ]210 , ddx −+−∈ ll       
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при 10 dx +≤≤− ll  и ll ≤≤− 02 xd     ( ) xyy iqqxG +=0 . 
Воспользовавшись разложениями ( )zζ , ( )zρ  и ( )z1ρ  в основном параллелограмме 

периодов [5] 
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Уравнение (7) после некоторых простых преобразований приведем к виду 
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К сингулярному уравнению (8) необходимо добавить дополнительное равенство (2) 

в следующей форме 

 ( ) 0
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−

ξξ dg . (9) 

Если пластинка и внешняя нагрузка симметричны относительно координатных 
осей, то уравнение (8) вырождается в одно сингулярное интегральное уравнение относи-
тельно функции ( )ξg , принимающей чисто мнимые значения. В общем случае, уравне-
ние (8) представляет собой систему двух сингулярных интегральных уравнений относи-
тельно комплексной функции ( )ξg . 

Сингулярное интегральное уравнение можно свести к бесконечной системе алгеб-
раических уравнений. 

Примем, что согласно [5]: 
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где ( )ξ0g  – непрерывная по Гельдеру на [ ]1,1−  функция. 
Будем разыскивать ( )ξ0g  в виде ряда по полиномам Чебышева  первого рода. 
Имеем 
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Подставляя (10), (11) в сингулярное интегральное уравнение (8), а также используя 
соотношения для полиномов Чебышева первого и второго ряда ( )ξkT  и ( )ξkU  и ортого-
нальность функций ( )ξkU  на [ 1,1− ], получаем бесконечную систему алгебраических 
уравнений относительно коэффициентов Аk : 
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Коэффициенты nkC , *
nkC  можно представить в явном виде. 

Используя (7) и соотношения для полиномов Чебышева первого и второго ряда 
( )ξkT  и ( )ξkU , находим 
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Величина d, характеризующая длину концевых зон, входит в решение системы (12) 
как неизвестный параметр, подлежащий определению. Так как  напряжения в материале 
пластины ограничены, то решение сингулярного интегрального уравнения (8) следовало 
бы искать в классе всюду ограниченных функций (напряжений). Условие ограниченности 
напряжений в концах l±=x  служит для определения параметров d1 и d2, зная которые 
можно найти длины концевых зон. В общем случае, размеры концевых зон на левом и 
правом концах трещины будут различны. 

Для обеспечения конечности напряжений на левом и правом концах трещин необ-
ходимо к системе (12) добавить следующие условия 
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В систему (12) входят неизвестные значения усилий yq  и xyq  в узловых точках, 
принадлежащих концевым зонам трещин. 

На основании соотношения 
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и формулы (1), получим уравнение относительно неизвестной функции xyy iqq + : 
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Для построения недостающих уравнений потребуем выполнения условий (15) в уз-
ловых точках, содержащихся в концевых зонах трещины. В результате получим алгеб-
раическую систему из М1 уравнений для определения приближенных значений 

( ) ( )mxymy tiqtq +  (m = 1, 2, ..., М1). 
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Полученные алгебраические системы (12), (14), (15) оказались связанными и ре-
шаются совместно. Из-за неизвестных размеров концевых зон система уравнений (12), 
(14), (15) даже при линейных связях является нелинейной. 

Для ее решения использовали метод последовательных приближений [5], суть ко-
торого состоит в следующем. 

Решаем алгебраическую систему (12), (15) при некоторых определенных значениях 
d1∗ и d2∗ относительно неизвестных Аk (k = 1, 2,…M) и xyy iqq + . Неизвестные Аk, xyy iqq +  
входят в систему линейным образом. Это обстоятельство оправдывает использование 
предлагаемого способа. Значения d1∗ и d2∗ и найденные значения коэффициентов Аk под-
ставляются в неиспользованные уравнения (14). Взятые значения параметров d1∗ и d2∗ и 
соответствующие им значения коэффициентов Аk не будут, вообще говоря, удовлетворять 
уравнениям (14). Поэтому, подбирая значения параметров d1 и d2, будем многократно по-
вторять вычисления до тех пор, пока последние уравнения системы (14) не будут удовле-
творяться с заданной точностью. 

Расчетами были получены зависимости размеров концевых зон в зависимости от 
относительного размера области 12 ωλ l=   ( 3

12
πωω ie=  и )2

12
πωω ie=  и растягивающих 

напряжений. Берега трещин считались свободными от нагрузок. В случае нелинейного 
закона деформирования связей для определения усилий в концевых зонах использовался 
также алгоритм, подобный методу упругих решений [3]. 

Для определения предельно-равновесного состояния используем условие критиче-
ского раскрытия трещины. 

 
г. Баку 
Поступила: 11.12.2007 
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