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Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. àêàäåìèêà Ðåøåòíåâà

Óíèâåðñèòåò Ãâàäàëàõàðû

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïëîñêîé èäåàëüíîé ïëà-
ñòè÷íîñòè ñ óñëîâèåì òåêó÷åñòè Ñåí-Âåíàíà - Ìèçåñà. Õàðàêòåðèñòèêè ýòîé ñèñòåìû äåôîð-
ìèðóþòñÿ ïîä äåéñòâèåì òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, äîïóñêàåìûõ ãðóïïîé, ÷òî ïîçâîëÿåò ïî-
ñòðîèòü íîâûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Îáñóæäàåòñÿ ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïîëó÷åííûõ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ïîëåé. Îïèñûâàåòñÿ îáùèé àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåøåíèé ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé ñèñòåìû äâóõ êâàçèëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îò äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ãðóïïîâîé àíàëèç, ïëàñòè÷íîñòü, òî÷íûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.

ÓÄÊ: 539.375

1. Ââåäåíèå
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãðóïïîâîé àíàëèç ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿ-

åòñÿ âàæíûì ìåòîäîì îòûñêàíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ çàäà÷. Åñëè
ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ÄÓ×Ï) èíâàðèàíò-
íà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Ëè òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé G, òî èíîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü
íåêîòîðûå òî÷íûå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, êîòîðûå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïîä-
ãðóïï ãðóïïû G.
Ïîä äåéñòâèåì äîïóñêàåìîé ãðóïïû ðåøåíèå ñèñòåìû ÄÓ×Ï îòîáðàæàåòñÿ â ñå-

ìåéñòâî ðåøåíèé, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòûì ðåøåíèåì ãðóïïû, ò.å. åñëè ïî-
âåðõíîñòü ðåøåíèé íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïîâåðõíîñòüþ ãðóïïû. Äëÿ íåêîòîðûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óäîáíî âíà÷àëå ïîñòîðîèòü âñå èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ
è çàòåì ïîïûòàòüñÿ ïðåîáðàçîâàòü èõ, ïðèìåíÿÿ îñòàëüíûå ñèììåòðèè èç G. Èíîãäà
ýòî åäèíñòâåííûé ïóòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ ôîðìóë. Ýòà ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ ðàç-
ìíîæåíèåì, äåôîðìàöèåé èëè ãåíåðàöèåé ðåøåíèé (ñì. [2], [4], [6], [11]).

Ïîñòóïèëà 02.03.2009

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîñ-
ñèè íà 2009-2013 ãã.(�1121)¿

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ÀÂÖÏ ¾Ðàçâèòèå ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû¿ (ïðîåêò
2.1.1/3023)
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Äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ÄÓ×Ï, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ëèíåàðèçîâàíà ïîñðåäñòâîì
íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ T , ñóùåñòâóåò ìíîãî ðåçóëüòàòîâ ïî ðàçìíîæåíèþ ðåøå-
íèé. Ïðèðîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ T ìîæåò áûòü ðàçëè÷íîé: îáðàòèìîå è íåîáðàòèìîå,
ëîêàëüíîå è íåëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå è ò. ï. Ñõåìà ðàçìíîæåíèÿ ðåøåíèé ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà òàê:
1. Ïóñòü U1 � ðåøåíèå íåëèíåéíîé è χ1 = T (U1) � ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíå-

àðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.
2. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà âñåãäà äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîìåðíóþ ãðóïïó ñèììåòðèé G∞ ,

òàê êàê âñåãäà ìîæíî äîáàâèòü ê äàííîìó ðåøåíèþ ëþáîå äðóãîå ÷àñòíîå ðåøåíèå.
Äåéñòâóÿ ñîîòâåòñòâóþùèì òî÷å÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì íà χ1, ìû ïîëó÷èì äðóãîå
ðåøåíèå χ2 ëèíåéíîé ñèñòåìû.
3. Îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì T−1 ïåðåâîäèì ðåøåíèå χ2 â íîâîå ðåøåíèå U2 äëÿ

íåëèíåéíîé ñèñòåìû: U2 = T−1(χ2).
Áåçóñëîâíî, âîçíèêàåò ìíîãî âîïðîñîâ ïî âèäó χ1, T , T−1 è îá îáëàñòÿõ, ãäå ýòè ïðå-

îáðàçîâàíèÿ íåâûðîæäåíû, íî ïðåæäå âñåãî ïîÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ôèçè÷åñêîì ñìûñëå
ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ U2.
Â ñâîþ î÷åðåäü, êëàññè÷åñêèé ãðóïïîâîé àíàëèç, áóäó÷è ïîëóîáðàòíûì ìåòîäîì

ðåøåíèÿ ÄÓ×Ï, íå ïðåäîñòàâëÿåò ïðÿìîãî àëãîðèòìà îòûñêàíèÿ ðåøåíèé êðàåâûõ
çàäà÷. Åñòü íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû îá èíâàðèàíòíîñòè (÷àñòè÷íîé èíâàðèàíòíîñòè)
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îòíîñèòåëüíî äîïóñêàåìûõ ñèììåòðèé [6].
Åñëè íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà ÄÓ×Ï ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, òî îíà îáëàäàåò äâóìÿ

ñåìåéñòâàìè õàðàêòåðèñòèê, âèä êîòîðûõ çàâèñèò îò âèäà ðåøåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå ïðåäëîæåíî äåéñòâîâàòü ãðóïïîâûì ïðåîáðàçîâàíèåì íà õàðàêòåðèñòèêè ñèñòå-
ìû âìåñòî äåéñòâèÿ íà åå ðåøåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íîâûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû
äâóìåðíûõ óðàâíåíèé èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè ñðåäû Ñåí-Âåíàíà � Ìèçåñà, à òàêæå
îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
Ðàáîòà ñîñòîèò èç ïÿòè ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü � ýòî ââåäåíèå. Âî âòîðîé ÷àñòè ïðè-

âîäÿòñÿ íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ î ñèñòåìå êâàçèëèíåéíûõ ÄÓ×Ï è ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äå-
ôîðìèðîâàííûõ õàðàêòåðèñòèê. Â òðåòüåé ÷àñòè îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà ïëîñêîé ïëà-
ñòè÷íîñòè, åå ñèììåòðèè è íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåøåíèÿ. Â ÷åòâåðòîé ÷àñòè ñòðîÿòñÿ
íîâûå ðåøåíèÿ è óñòàíàâëèâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïðèíöèï ñó-
ïåðïîçèöèè îáñóæäàåòñÿ â ïÿòîé ÷àñòè ðàáîòû.
2. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ êâàçèëèíåéíàÿ ñèñòåìà
Ñèñòåìà êâàçèëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî

ïîðÿäêà äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x, y è äâóõ ôóíêöèé u1, u2 èìååò âèä [8]:

a11(u1, u2)∂u1
∂x + a12(u1, u2)∂u2

∂x + b11(u1, u2)∂u1
∂y + b12(u1, u2)∂u2

∂y = 0,
a21(u1, u2)∂u1

∂x + a22(u1, u2)∂u2
∂x + b21(u1, u2)∂u1

∂y + b22(u1, u2)∂u2
∂y = 0,

(1)

èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå

A
∂U

∂x
+B

∂U

∂y
= 0, (2)

ãäå A = ‖aij‖, B = ‖bij‖, i, j = 1, 2, U = (u1, u2)T .
Åñëè ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ, òî ñèñòåìà (2) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â íîðìàëüíîé

ôîðìå



6 Ñ.È.ÑÅÍÀØÎÂ,À.Í.ßÕÍÎ,Ë.Â.ßÕÍÎ

∂U

∂x
+M

∂U

∂y
= 0, (3)

ãäå M = ‖mij(u1, u2)‖.
Ïóñòü ñèñòåìà (3) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé. Òîãäà ìàòðèöà M èìååò äâà ðàçëè÷-

íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ1 è λ2, ïîëó÷àåìûõ êàê êîðíè óðàâíåíèÿ:

det(M − λE) = 0 : λ1,2 =
m11 +m22 ±

√
(m11 −m22)2 + 4m12m21

2
.

Ýòèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû l1 =
(
l11, l

2
1

)
è

l2 = (l12, l
2
2). Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

ωk = l1k(u1, u2)du1 + l2k(u1, u2)du2 = 0, k = 1, 2,
êîòîðûå ìîãóò áûòü â ïðèíöèïå ïðîèíòåãðèðîâàíû, ò. ê. â ýòîì ñëó÷àå âñåãäà ñó-
ùåñòâóåò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü. Ïðèíèìàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå äâà èíòåãðàëà
Φk(u1, u2) = const çà èíâàðèàíòû Ðèìàíà rk = Φk(u1, u2), ñèñòåìà (3) ïðèíèìàåò
âèä:

∂r1
∂x + λ1(u1, u2)∂r1

∂y = 0,
∂r2
∂x + λ2(u1, u2)∂r2

∂y = 0.
(4)

Ñèñòåìà (3) èìååò äâà ñåìåéñòâà äåéñòâèòåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, çàäàííûå óðàâíå-
íèÿìè

dy
dx

= λ1(u1, u2),
dy
dx

= λ2(u1, u2), (5)

êîòîðûå îïðåäåëåíû, åñëè èçâåñòíî íåêîòîðîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3). Èç óðàâíåíèÿ (4)
âèäíî, ÷òî èíâàðèàíòû Ðèìàíà ïîñòîÿííû äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) âäîëü
ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê.
Ïóñòü èçâåñòíû äâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3): u1 = u0

1(x, y), u2 = u0
2(x, y), òîãäà åñòü

äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëåé. Ïåðâûé çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè
óðàâíåíèé (5)

dy
dx

= λ1

(
u0

1(x, y), u
0
2(x, y)

)
,
dy
dx

= λ2

(
u0

1(x, y), u
0
2(x, y)

)
.

Âòîðîé ñîñòîèò â ôèêñèðîâàíèè ïîñòîÿííûõ äëÿ èíâàðèàíòîâ Ðèìàíà:

r1(u1, u2) = C1, r2(u1, u2) = C2 (6)

â âûðàæåíèè èç (6) ôóíêöèè u1 èëè u2 â ÿâíîì âèäå, íàïðèìåð, u1:

u1 = h1(u2, C1), u1 = h2(u2, C2), (7)

è â ïîëó÷åíèè óðàâíåíèé äëÿ ñåìåéñòâ õàðàêòåðèñòèê, ïîäñòàâëÿÿ (7) â äàííîå ðåøå-
íèå:

hk

(
u0

2(x, y), Ck

)
= u0

1(x, y), k = 1, 2.
Åñëè áàçèñ àëãåáðû Ëè òî÷å÷íûõ ñèììåòðèé, äîïóñêàåìûõ ñèñòåìîé (3), ñîñòîèò

èç èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ Xi (i = 1, . . . , r):
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Xi = ξ1i (x, y, u1, u2)
∂

∂x
+ ξ2i (x, y, u1, u2)

∂

∂y
+ η1

i (x, y, u1, u2)
∂

∂u1
+ η2

i (x, y, u1, u2)
∂

∂u2
,

òî ïðåîáðàçîâàíèÿ S ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû Ëè Gr

x′ = f1(x, y, u1, u2, ai), y′ = f2(x, y, u1, u2, ai),
u′1 = g1(x, y, u1, u2, ai), u′2 = g2(x, y, u1, u2, ai),
f1|ai=0 = x, f2|ai=0 = y, g1|ai=0 = u1, g2|ai=0 = u2

(8)

ïåðåâîäÿò ñèñòåìó (3) â ñåáÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè U = (u1, u2) � ðåøåíèå ñèñòåìû (3),
òîãäà ôóíêöèÿ U ′, ïîëó÷àåìàÿ ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ S : U → U ′ = (u′1, u

′
2),

ÿâëÿåòñÿ äðóãèì ðåøåíèåì äëÿ (3), âñÿêèé ðàç êîãäà U ′îïðåäåëåíî [7]. Çäåñü ai ∈ P
� íåêîòîðûé ãðóïïîâîé ïàðàìåòð.
Ëþáîìó ðåøåíèþ U = (u1, u2) ñèñòåìû (3) ìîæíî ñîïîñòàâèòü åãî îðáèòó UG

[6], îïðåäåëÿåìóþ êàê ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ èç U ïðèìåíåíèåì âñåõ
ïðåîáðàçîâàíèé (8) äîïóñêàåìîé ãðóïïû Gr. Ðåøåíèå U = (u1, u2) íàçûâàåòñÿ H-
èíâàðèàíòíûì, åñëè u′1 = u1, u′2 = u1 äëÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïû H èç Gr, ò. å. êîãäà
îðáèòà UH ñîâïàäàåò ñ ñàìèì ðåøåíèåì U .
Áîëåå ôîðìàëüíî, åñëè èìååòñÿ ñèììåòðèÿ S /∈ H è íà÷àëüíîå H- èíâàðèàíòíîå ðå-

øåíèå U0 =
(
u0

1(x, y), u
0
2(x, y)

)
, òî, äåéñòâóÿ (8) íà U0, ìû ïîëó÷èì íåÿâíóþ ôîðìóëó

äëÿ ôóíêöèé u1 è u2

g1(x, y, u1, u2, ai) = u0
1 (f1(x, y, u1, u2, ai), f2(x, y, u1, u2, ai)) ,

g2(x, y, u1, u2, ai) = u0
2 (f1(x, y, u1, u2, ai), f2(x, y, u1, u2, ai)) .

(9)

Ôîðìóëà (9) çàäàåò ñåìåéñòâî ðåøåíèé, çàâèñÿùåå îò ãðóïïîâîãî ïàðàìåòðà ai.
Áóäåì íàçûâàòü ýòî ñåìåéñòâî S-ðåøåíèåì, êàê ïîëó÷åííîå èç íà÷àëüíîãî ðåøåíèÿ
U0 ïîñðåäñòâîì ñèììåòðèè S. Åñëè ïàðàìåòð ai ðàâåí íóëþ, òî S-ðåøåíèå ñîâïàäàåò
ñ íà÷àëüíûì. Èçìåíåíèå ãðóïïîâîãî ïàðàìåòðà êàê ïàðàìåòðà ñåìåéñòâà S-ðåøåíèé
äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî ìàëûì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôèçè÷åñêè îñìûñëåííûõ ðåøåíèé.
Êàê îòìå÷àåòñÿ â [2], ïðè ðàçìíîæåíèè ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ äàæå ïðè ìàëûõ çíà-

÷åíèÿõ ai ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîãîçíà÷íûå ðåøåíèÿ èëè ðåøåíèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè. Òà-
êèå îáîáùåííûå S-ðåøåíèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â àíàëèçå ðàïðîñòðàíåíèÿ ðàçðû-
âîâ, óäàðíûõ âîëí è ò.ï. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ èç ïîñòàíîâêè
çàäà÷è.
Èç (9), ó÷èòûâàÿ (7), ìîæíî ïîëó÷èòü ñåìåéñòâî äåôîðìèðîâàííûõ õàðàêòåðèñòèê

èëè S-õàðàêòåðèñòèêè, çàäàâàåìûå ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè (k = 1, 2)

g1 (x, y, hk, u2, ai) = u0
1 (f1(x, y, hk, u2, ai), f2(x, y, hk, u2, ai)) ,

g2 (x, y, hk, u2, ai) = u0
2 (f1(x, y, hk, u2, ai), f2(x, y, hk, u2, ai)) .

Õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû (3) ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè êðèâûìè, â òî âðåìÿ êàê åå ðå-
øåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííûå ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó àíàëèçèðîâàòü
äåéñòâèå ñèììåòðèé íà õàðàêòåðèñòèêè ïðîùå, ÷åì àíàëèçèðîâàòü ðàçìíîæåííûå
ðåøåíèÿ. Óäîáíî íàáëþäàòü, èçìåíÿÿ çíà÷åíèå ãðóïïîâîãî ïàðàìåòðà, çà ýâîëþöè-
åé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êðèâûõ ïîä äåéñòâèåì ñèììåòðèé, îïðåäåëÿÿ òàêèì îáðàçîì
êàê ïîäõîäÿùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, òàê è ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ñîîòâåòñòâóþùåãî
S-ðåøåíèÿ.
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3. Ïëîñêàÿ ïëàñòè÷íîñòü
Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ñèñòåìó ïëîñêîé èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè [3], ñîñòîÿùóþ

èç äâóõ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ è óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè Ñåí-Âåíàíà � Ìèçåñà

∂σx
∂x + ∂τxy

∂y = 0, ∂τxy

∂x + ∂σy

∂y = 0,
(σx − σy)2 + 4τ2

xy = 4k2,
(10)

ãäå σx, σy, τxy � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, k � ïîñòîÿííàÿ ïëàñòè÷íîñòè. Ñèñòå-
ìà (10) îïèñûâàåò íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïëàñòè÷åñêè äåôîðìèðóåìîãî ìàòåðèàëà.
Çàìåíîé, ïðåäëîæåííîé Ì. Ëåâè

σx = σ − k sin 2θ,
σy = σ + k sin 2θ,
τxy = k cos 2θ,

ñèñòåìà (10) ñâîäèòñÿ ê êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìå:

∂σ
∂x − 2k

(
∂θ
∂x cos 2θ + ∂θ

∂y sin 2θ
)

= 0,
∂σ
∂y − 2k

(
∂θ
∂x sin 2θ − ∂θ

∂y cos 2θ
)

= 0,
(11)

â êîòîðîé σ � ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå, θ + π/4 � óãîë ìåæäó ïåðâûì ãëàâíûì
íàïðàâëåíèåì òåíçîðà íàïðÿæåíèé è îñüþ ox.
Ñèñòåìà (11) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé. Ñîîòíîøåíèÿ (5) çàäàþò õàðàêòåðèñòèêè:

dy
dx

= tgθ,
dy
dx

= −ctgθ,
êîòîðûå â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè èçâåñòíû êàê ëèíèè ñêîëüæåíèÿ. Ñî-
îòâåòñòâóþùèå èíâàðèàíòû Ðèìàíà ðàâíû

r1 ≡ α =
σ

2k
− θ, r2 ≡ β =

σ

2k
+ θ. (12)

Ñèñòåìà (4) ïðèíèìàåò âèä

∂α
∂x + tg

(
β−α

2

)
∂α
∂y = 0,

∂β
∂x − ctg

(
β−α

2

)
∂β
∂y = 0.

(13)

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ãîäîãðàôà x = x(α, β), y = y(α, β) ê ñèñòåìå (13), ìîæíî
ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó

∂y
∂α + ctgθ ∂x

∂α = 0,
∂y
∂β − tgθ ∂x

∂β = 0.
(14)

Ïåðåõîäÿ â (14) ê íîâûì çàâèñèìûì ïåðåìåííûì u, v, ïðåäëîæåííûì Ñ.Ã. Ìèõëè-
íûì

x = u cos θ − v sin θ,
y = u sin θ + v cos θ, (15)

ïðèâîäèì ñèñòåìó (14) ê âèäó

∂u

∂α
+
v

2
= 0,

∂v

∂β
+
u

2
= 0. (16)
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Èçâåñòíî [4, 9], ÷òî ñèñòåìà (11) äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó âûñøèõ ñèì-
ìåòðèé. Àëãåáðà Ëè L äîïóñêàåìûõ òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé îáðàçîâàíà ñëåäóþùè-
ìè îïåðàòîðàìè:

X1 = x ∂
∂x + y ∂

∂y , X2 = −y ∂
∂x + x ∂

∂y + ∂
∂θ , X3 = ∂

∂σ ,

X4 = ξ1(x, y, σ, θ) ∂
∂x + ξ2(x, y, σ, θ) ∂

∂y − 4kθ ∂
∂σ −

σ
k

∂
∂θ ,

X5 = ξ(σ, θ) ∂
∂x + η(σ, θ) ∂

∂y ,

(17)

ãäå

ξ1 = x cos 2θ + y sin 2θ + y
σ

k
, ξ2 = x sin 2θ − y cos 2θ − x

σ

k
,

è (x = ξ, y = η) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû

∂x
∂θ − 2k

(
∂x
∂σ cos 2θ + ∂y

∂σ sin 2θ
)

= 0,
∂y
∂θ − 2k

(
∂x
∂σ sin 2θ − ∂y

∂σ cos 2θ
)

= 0,
(18)

ïîëó÷àåìîé èç (11) ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèé ãîäîãðàôà x = x(σ, θ), y = y(σ, θ).
Ãðóïïû òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðàì (17), ïåðåâîäÿò

ñèñòåìó (11) â ñåáÿ. Ýòè ãðóïïû ñëåäóþùèå (ai � äîñòàòî÷íî ìàëûå ãðóïïîâûå ïàðà-
ìåòðû, i = 1, 2, . . ., 5):
1. X1 ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïå ðàñòÿæåíèé â ïëîñêîñòè xy: x′ = ea1x, y′ = ea1y;
2. X2 ïîðîæäàåò ãðóïïó âðàùåíèé:

x′ = x cos a2 + y sin a2, y
′ = −x sin a2 + y cos a2, θ

′ = θ + a2;
3. X3 îáðàçóåò ãðóïïó ïåðåíîñà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè σ: σ′ = σ + a3;
4. X5 ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïå îáîáùåííûõ ïåðåíîñîâ â ïëîñêîñòè xy:

x′ = x+ a5ξ(σ, θ), y′ = y + a5η(σ, θ) (19)

è îáðàçóåò áåñêîíå÷íîìåðíûé èäåàë àëãåáðû L.
5. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, çàäàâàåìàÿ îïåðàòîðîì X4, èìååò

ñëåäóþùèé âèä:

x′ = uea4 cos θ′ − ve−a4 sin θ′,
y′ = uea4 sin θ′ + ve−a4 cos θ′,
σ′ = 2k

(
σ
2kch2a4 − θsh2a4

)
,

θ′ = −
(

σ
2ksh2a4 − θch2a4

)
,

(20)

ãäå u è v � ýòî ôóíêöèè èç (15)

u = x cos θ + y sin θ,
v = −x sin θ + y cos θ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ (20) äåéñòâóþò íà ïåðåìåííûå ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû (16) êàê ðàñòÿæåíèÿ

u′ = ea4u, v′ = e−a4v,
α′ = e2a4α, β′ = e−2a4β,

ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèÿ (20) ìîæíî íàçâàòü êâàçèðàñòÿæåíèåì.
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4. Ðàçìíîæåíèå ðåøåíèé
Ñèñòåìà èäåàëüíîé ïëîñêîé ïëàñòè÷íîñòè (11) èññëåäóåòñÿ íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ

ëåò. Óïîìÿíåì íåêîòîðûå èç åå òî÷íûõ ðåøåíèé: a) ðåøåíèå Ïðàíäòëÿ è åãî îáîáùå-
íèÿ; b) ðåøåíèå äëÿ êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ, íàãðóæåííîãî òîëüêî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííûì íîðìàëüíûì äàâëåíèåì; c) ðåøåíèå Íàäàè äëÿ ïëàñòè÷åñêîãî ðåãèîíà âîêðóã
êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ íàãðóæåííîãî ïîñòîÿííûì êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèåì; d) ðåøå-
íèå äëÿ ñõîäÿùåãîñÿ êàíàëà ñ ïðÿìûìè ãðàíèöàìè è e) ñïèðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ðå-
øåíèå äëÿ êàíàëîâ ñ ãðàíèöàìè â âèäå ëîãàðèôìè÷åñêèõ ñïèðàëåé [1]. Äëÿ íåêîòîðûõ
êðàåâûõ çàäà÷ ýòîé ñèñòåìû áûëè ïîñòðîåíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â [4, 10]. Îïèøåì ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû
(11).
1. Ðåøåíèå Ë. Ïðàíäòëÿ, êàê óêàçàíî â [3], ÿâèëîñü â ñâîå âðåìÿ îñíîâîé òåîðåòè-

÷åñêîãî àíàëèçà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ îáðàáîòêè ìåòàëëîâ äàâëåíèåì. Îíî ìîæåò áûòü
èíòåðïðåòèðîâàíî êàê ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå íàïðÿæåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîì ñëîå
æåñòêî-ïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, ñæèìàåìîãî øåðîõîâàòûìè ïëèòàìè. Ñëîé ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ òîíêèì, ò. å. åãî äëèíà ãîðàçäî áîëüøå òîëùèíû. Â òåðìèíàõ ôóíêöèé σ,
θ äëÿ ñèñòåìû (11) ýòî ðåøåíèå èìååò âèä

σ = −p1 − k x
h + k

√
1− y2

h2 ,

y = h cos 2θ,
(21)

ãäå 2h = const � òîëùèíà ñëîÿ, ïðÿìûå ëèíèè y = ±h ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè ïëèò,
p1 = const � çíà÷åíèå ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ïðè x = 0. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
èìåþò âèä

θ|y=h = πn, n ∈ Z, σ|y=h = −p1 − k
x

h
.

Õàðàêòåðèñòèêàìè ðåøåíèÿ Ïðàíäòëÿ ÿâëÿþòñÿ öèêëîèäû, ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå êîòîðûõ ñëåäóþùåå:

x = h(∓2θ − sin 2θ)− h
(
2Ci + p1

k

)
,

y = h cos 2θ, i = 1, 2, θ ∈
(
0, π

2

)
,

çäåñü èíâàðèàíòû Ðèìàíà (12) ïîñòîÿííû: α = const = C1, β = const = C2. Êàæäîå
ñåìåéñòâî öèêëîèä èìååò îãèáàþùóþ y = ±h (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Íà÷àëüíûå õàðàêòåðèñòèêè (öèêëîèäû) ðåøåíèÿ Ïðàíäòëÿ
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Ðåøåíèå (21) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòûì îòíîñèòåëüíî ïîäàëãåáðû X3 + γX5, ãäå îïå-
ðàòîð X5 èìååò êîýôôèöèåíòû ξ = 1, η = 0. Äåéñòâèòåëüíî, äåéñòâóÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé íà (21), ïîëó÷èì òîëüêî äðóãîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû p1.
Ðàñòÿæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðó X1, òîëüêî èçìåíÿþò ïîñòîÿííóþ h. Ïðèìå-
íåíèå âðàùåíèÿ X2 íå äàåò íè÷åãî íîâîãî ñ ìåõàíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîëó÷àþòñÿ
ïîâåðíóòûå ïàðàëëåëüíûå ïëèòû, ñæèìàåìûå â íàïðàâëåíèè äðóã äðóãà.
Ðåøåíèå Ïðàíäòëÿ ïîëó÷èëî ìíîãî÷èñëåííûå äîïîëíåíèÿ è îáîáùåíèÿ ðàçëè÷íû-

ìè àâòîðàìè (ñì. [3]). Îáîáùèì åãî, èñïîëüçóÿ äåéñòâèå êâàçèðàñòÿæåíèé (20). Â
òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàííûõ ïåðåìåííûõ x′, y′, σ′, θ′ ðåøåíèå Ïðàíäòëÿ èìååò òîò æå
âèä (òàê êàê ñèììåòðèÿ êâàçèðàñòÿæåíèÿ äîïóñêàåòñÿ èñõîäíîé ñèñòåìîé)

σ′ = −p1 − k x′

h + k
√

1− y′2

h2 ,

y′ = h cos 2θ′.
(22)

×òîáû ïîëó÷èòü S-ðåøåíèå â âèäå (9), íåîáõîäèìî çàìåíèòü x′, y′, σ′, θ′ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè èç (20).
Ïîäñòàâëÿÿ x′, y′, âûðàæåííûå èç (22), â çíà÷åíèÿ äëÿ u′ è v′

ea4u = u′ = x′ cos θ′ + y′ sin θ′,
e−a4v = v′ = −x′ sin θ′ + y′ cos θ′

è ó÷èòûâàÿ (15), ïîëó÷èì

ea4(x cos θ + y sin θ) = −h sin θ′ − h
k (σ′ + p1) cos θ′,

e−a4(−x sin θ + y cos θ) = h cos θ′ + h
k (σ′ + p1) sin θ′.

(23)

Âûðàæàÿ ÿâíî x, y èç (23), èìååì S-ðåøåíèå â âèäå:

x = −h(ea4 sin θ cos θ′ + e−a4 cos θ sin θ′)− h
k (σ′ + p1)(ea4 sin θ sin θ′ + e−a4 cos θ cos θ′),

y = h(ea4 cos θ cos θ′ − e−a4 sin θ sin θ′) + h
k (σ′ + p1)(ea4 cos θ sin θ′ − e−a4 sin θ cos θ′),

(24)
ãäå θ = σ′

2ksh2a4 + θ′ch2a4.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äåôîðìèðîâàííûõ õàðàêòåðèñòèê íåîáõîäèìî ïîëîæèòü â (24)

σ′ = 2k(K1 + θ′), θ = K1sh2a4 + θ′e2a4 (25)

äëÿ ïåðâîãî ñåìåéñòâà è

σ′ = 2k(K2 − θ′), θ = K2sh2a4 + θ′e−2a4 (26)

äëÿ âòîðîãî ñåìåéñòâà ëèíèé ñêîëüæåíèÿ. Çäåñü K1 è K2 - íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ëèíèé ñêîëüæåíèÿ, â êîòîðûõ
ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà θ′.
Îêîí÷àòåëüíî S-õàðàêòåðèñòèêà ïåðâîãî ñåìåéñòâà èìååò âèä

x = −h
k [2k(K1 + θ′) + p1] [cha4 cos(θ − θ′)− sha4 cos(θ + θ′)]−

−h [sha4 sin(θ − θ′) + cha4 sin(θ + θ′)] ,
y = −h

k [2k(K1 + θ′) + p1] [cha4 sin(θ − θ′)− sha4 sin(θ + θ′)]−
−h [−sha4 cos(θ − θ′)− cha4 cos(θ + θ′)] ,

θ = K1sh2a4 + θ′e2a4 .

(27)

S-õàðàêòåðèñòèêà âòîðîãî ñåìåéñòâà âûðàæàåòñÿ àíàëîãè÷íî
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x = −h
k [2k(K2 − θ′) + p1] [cha4 cos(θ − θ′)− sha4 cos(θ + θ′)]−

−h [sha4 sin(θ − θ′) + cha4 sin(θ + θ′)] ,
y = −h

k [2k(K2 − θ′) + p1] [cha4 sin(θ − θ′)− sha4 sin(θ + θ′)]−
−h [−sha4 cos(θ − θ′)− cha4 cos(θ + θ′)] ,

θ = K2sh2a4 + θ′e−2a4 .

(28)

Ïîñòðîèì îãèáàþùèå ñåìåéñòâà (27). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü ïàðàìåòð
K1, èìåÿ â âèäó, ÷òî äëÿ ýòîãî ñåìåéñòâà ∂y

∂K1
= ∂x

∂K1
tgθ. Ýòî ëåãêî ñäåëàòü, äèôôå-

ðåíöèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå â (23) è ó÷èòûâàÿ (25).
Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì, ÷òî óðàâíåíèÿ (27) çàäàþò îãèáàþ-

ùóþ ïåðâîãî ñåìåéñòâà ïðè

K1 = −θ′ − p1

2k
+
(
e2a4

sh2a4
− 1

2

)
tgθ′, a4 6= 0.

Àíàëîãè÷íî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ âòîðîãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê ∂y
∂K2

= − ∂x
∂K2

ctgθ,

è äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå â (23) ñî çíà÷åíèÿìè (26), ïîëó÷èì, ÷òî óðàâíåíèÿ
(28) çàäàþò îãèáàþùóþ âòîðîãî ñåìåéñòâà ëèíèé ñêîëüæåíèé ïðè

K2 = θ′ − p1

2k
−
(
e−2a4

sh2a4
+

1
2

)
ctgθ′, a4 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëå õàðàêòåðèñòèê (27), (28) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îïèñû-
âàþùåå ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñëîÿ, ñæèìàåìîãî ïëèòàìè, èìåþùèìè ôîðìó, óêà-
çàííóþ íà ðèñ. 2, äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a4.

Ðèñ. 2. Äåôîðìèðîâàííûå õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèÿ Ïðàíäòëÿ
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2. Ðàññìîòðèì õîðîøî èçâåñòíîå ðåøåíèå [5], èìåþùåå âèä

θ = arctg y
x + π

4 = φ+ π
4 ,

σ = −p2 + k + k ln x2+y2

R2 = −p2 + k + k ln r2

R2 ,
(29)

ãäå r, φ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñðå-
äû âîêðóã êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ ðàäèóñàR, íàãðóæåííîãî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì
íîðìàëüíûì äàâëåíèåì p2 è íóëåâûì êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùåå
ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

θ|r=R = φ+ π
4 ,

σ|r=R = −p2 + k.
(30)

Ëèíèÿìè ñêîëüæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèå ñïèðàëè âèäà

φ = θ − π

4
, r = R exp

(
±θ +

p2 − k

2k
+ Ci

)
, (31)

ãäå C1 = α, C2 = β.
Ðåøåíèå (29) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîäàëãåáðû X1+γX3. Äåéñòâèòåëüíî, äåé-

ñòâóÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé íà (29), ïîëó÷èì òîëüêî äðóãèå çíà-
÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ p2 è R. Ïðèìåíåíèå âðàùåíèÿ X2 íå ïðèâîäèò ê çíà÷èìîìó èçìå-
íåíèþ ñ ìåõàíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîëó÷àåì ïîâåðíóòîå êðóãîâîå îòâåðñòèå.
Ðàññìîòðèì äåéñòâèå êâàçèðàñòÿæåíèé (20). Â ïåðåìåííûõ x′, y′, σ′, θ′ ðåøåíèå äëÿ

îòâåðñòèÿ èìååò òîò æå ñàìûé âèä

θ′ = arctg y′

x′ + π
4 ,

σ′ = −p2 + k + k ln x′2+y′2

R2 .
(32)

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî

y′

x′
=
uea4 sin θ′ + ve−a4 cos θ′

uea4 cos θ′ − ve−a4 sin θ′
=

tgθ′ + v
ue
−2a4

1− tg θ′ vue
−2a4

= tg(θ′ + δ),

ãäå tan δ = v
ue
−2a4 . Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (32) ïîëó÷èì δ = −π/4, ïîýòîìó

v = −ue2a4 . (33)

Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (15), áóäåì èìåòü

v

u
=
−x sin θ + y cos θ
x cos θ + y sin θ

=
y
x − tgθ

1 + y
x tgθ

= tg(φ− θ) = −e2a4

è äëÿ ôóíêöèè θ ïîëó÷àåì ÿâíóþ ôîðìóëó

θ = φ+ arctge2a4 , (34)

ãäå φ � ïîëÿðíûé óãîë.
Ïðåîáðàçîâàííûé ïîëÿðíûé ðàäèóñ r ïðèíèìàåò âèä

r′2 = x′2 + y′2 = u2e2a4 + v2e−2a4 .

Èç (20), ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì è ó÷èòûâàÿ (33) ñ (34), èìååì
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σch2a4 = −p2 + k + k ln
2r2e2a4 cos2

(
arctge2a4

)
R2

+ 2kθsh2a4,

÷òî ïîñëå óïðîùåíèé ïðèâîäèò ê ÿâíîé ôîðìóëå äëÿ ôóíêöèè σ:

σ =
−p2 + k

ch2a4
+ 2kth2a4(φ+ arctge2a4) +

k

ch2a4
ln

r2

R2ch2a4
. (35)

Îêîí÷àòåëüíî S-ðåøåíèå èìååò âèä (34), (35). Îòìåòèì, ÷òî ïðè a4 = 0 S-ðåøåíèå
ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì ðåøåíèåì (29).
Äàäèì ìåõàíè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ S-ðåøåíèþ (34), (35). Äëÿ ïðåîáðàçîâàííûõ

ïåðåìåííûõ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ àíàëîãè÷íû óñëîâèÿì (30)

θ′|r′=R = φ′ + π
4 ,

σ′|r′=R = −p2 + k.

Êðèâàÿ r′ = R ïðèíèìàåò âèä

r′2 = r2
(
cos2(φ− θ)e2a4 + sin2(φ− θ)e−2a4

)
= R2,

íî òàê êàê âäîëü íåå φ−θ = arctge2a4 , ïîëó÷àåì, ÷òî ãðàíè÷íàÿ êðèâàÿ äëÿ S-ðåøåíèÿ
� ýòî îêðóæíîñòü r2 = R2ch2a4.
Îêîí÷àòåëüíî S-ðåøåíèå (34), (35) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâè-

ÿì:

θ|r=R
√

ch 2a4
= φ+ arctg e2a4 ,

σ|r=R
√

ch 2a4
= −p2+k

ch 2a4
+ 2kth2a4(φ+ arctg e2a4),

è ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå σ òåïåðü çàâèñèò îò ïîëÿðíîãî óãëà φ.
5. Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé
Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà (1) ìîæåò áûòü ëèíåàðèçîâàíà ïðåîáðàçîâàíèåì ãîäîãðà-

ôà T : x = x(u1, u2), y = y(u1, u2) â îáëàñòè, ãäå ñîîòâåòñòâóþùèé ßêîáèàí
∆ = ∂(u1, u2)/∂(x, y) îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïðè ýòîì (1) ïðèíèìàåò ëèíåéíûé âèä

b12
∂x
∂u1

− b11
∂x
∂u2

− a12
∂y
∂u1

+ a11
∂y
∂u2

= 0,
b22

∂x
∂u1

− b21
∂x
∂u2

− a22
∂y
∂u1

+ a21
∂y
∂u2

= 0.
(36)

Íàçîâåì ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) U = (u1(x, y), u2(x, y)) íåîñîáûì ðåøåíèåì,
åñëè åãî ïðåîáðàçîâàíèå â ðåøåíèå χ = T (U) = (x(u1, u2), y(u1, u2)) äëÿ ëèíåàðèçî-
âàííîé ñèñòåìû (36) íåâûðîæäåííîå.
Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (36) âñåãäà äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîìåðíóþ ãðóïïó òî÷å÷íûõ ñèì-

ìåòðèé ââèäó ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû. Ñîîòâåòñòâóþùèé
èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð èìååò âèä

X = ξ(u1, u2)
∂

∂x
+ η(u1, u2)

∂

∂y
, (37)

ãäå (x = ξ, y = η) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (36), à ãðóïïà èìååò âèä

x′ = x+ aξ, y′ = y + aη, (38)

ãäå a ∈ −P � ãðóïïîâîé ïàðàìåòð.
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Ïóñòü χ1 = (x1(u1, u2), y1(u1, u2)) è χ2 = (x2(u1, u2), y2(u1, u2)) � äâà ðåøåíèÿ ëèíåé-
íîé ñèñòåìû (36), îïðåäåëÿþùèå íåÿâíî äâà ðåøåíèÿ U1 è U2 êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû
(1) ñîîòâåòñòâåííî.
Âîçüìåì â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà (37) ðàçíèöó äâóõ ðåøåíèé χ1 è χ2:

ξ = x1 − x2, η = y1 − y2,

òîãäà â ñèëó (38) èìååì

x = x′(u1, u2) = x2 + aξ = ax1(u1, u2) + (1− a)x2(u1, u2),
y = y′(u1, u2) = y2 + aη = ay1(u1, u2) + (1− a)y2(u1, u2),

(39)

÷òî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (36) êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ ðåøåíèé. Íî
ôîðìóëû (39) íåÿâíî çàäàþò S-ðåøåíèå (u1(x, y, a), u2(x, y, a)), êîòîðîå ïðè a = 1
ñîâïàäàåò ñ U1, à ïðè a = 0 � ñ U2. Ýòî ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü ëþáûå äâà ðåøåíèÿ U1, U2

êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû (1), êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå χ1, χ2.
Ïîñòðîèì íîâîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ñèñòåìû ïëàñòè÷íîñòè (11), èñïîëüçóÿ

ãðóïïó (19) îïåðàòîðà X5. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì ðåøåíèÿ (21) è (29) êàê ðåøåíèÿ äëÿ
ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (18). Ïåðâîå èç íèõ ïðèìåò âèä:

x1(σ, θ) = −σ h
k − p1

h
k − h sin 2θ,

y1(σ, θ) = h cos 2θ,
à âòîðîå çàïèøåòñÿ òàê

x2(σ, θ) = Re
p2−k

2k cos
(
θ − π

4

)
e

σ
2k ,

y2(σ, θ) = Re
p2−k

2k sin
(
θ − π

4

)
e

σ
2k .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (39) ïðè a = a5, ïîëó÷èì S-ðåøåíèå

x = a
(
−σ h

k − p1
h
k − h sin 2θ

)
+ (1− a)Re

p2−k
2k cos

(
θ − π

4

)
e

σ
2k ,

y = ah cos 2θ + (1− a)Re
p2−k

2k sin
(
θ − π

4

)
e

σ
2k .

(40)

Ïî àíàëîãèè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (30) èùåì ãðàíè÷íóþ êðèâóþ äëÿ S-ðåøåíèÿ
(40), ïîëàãàÿ

σ = −p1 + k, θ = φ+ π/4 (41)

è ïåðåõîäÿ â ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Òîãäà èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (40) èìååì

r = −2ah cosφ+ (1− a)Re
p2−p1

2k , (42)

â òî âðåìÿ êàê ïåðâîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, S-
ðåøåíèå (40) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (41) âäîëü ãðàíè÷íîé êðèâîé (42),
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ óëèòêîé Ïàñêàëÿ. Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â [11].
Ïðè ïåðåõîäå ê Ðèìàíîâûì èíâàðèàíòàì α è β (12) ðåøåíèå (40) îïðåäåëèò ïà-

ðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äåôîðìèðîâàííûõ õàðàêòåðèñòèê. Òàê, åñëè âçÿòü σ =
2k(α+ θ), òî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ñåìåéñòâà ïðèìóò âèä:

x = −ah
(
2(α+ θ) + p1

k + sin 2θ
)

+ (1− a)Re
p2−k

2k cos
(
θ − π

4

)
eα+θ,

y = ah cos 2θ + (1− a)Re
p2−k

2k sin
(
θ − π

4

)
eα+θ.

(43)
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Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû äâà ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê (31), ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèþ
(29) ïðè p2 = k, äëÿ êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ ðàäèóñà R = 2. Äåôîðìèðîâàííûå ëèíèè
ñêîëüæåíèÿ (43) è ãðàíè÷íàÿ ëèíèÿ â ôîðìå óëèòêè Ïàñêàëÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4
(h = 1, p1 = p2).

Ðèñ. 3. Ëèíèè ñêîëüæåíèÿ (ëîãàðèôìè÷åñêèå ñïèðàëè) äëÿ êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ

Ðèñ. 4. Äåôîðìèðîâàííûå ëèíèè ñêîëüæåíèÿ äëÿ óëèòêè Ïàñêàëÿ

6. Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ãðóïïîâûõ ìåòîäîâ ê ðåøåíèþ ñè-

ñòåìû ïëîñêîé èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëü-
çîâàíèè äåéñòâèÿ äîïóñêàåìûõ òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé íå òîëüêî íà èçâåñòíûå ðà-
øåíèÿ, íî è íà ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê. Ýòà òî÷êà çðåíèÿ ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî
ïîäáèðàòü ïîäõîäÿùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðàçìíîæåííûõ ðåøåíèé.
Èñïîëüçîâàíèå áåñêîíå÷íîìåðíîãî èäåàëà àëãåáðû Ëè äîïóñêàåìûõ ñèììåòðèé ïîç-

âîëèëî ñôîðìóëèðîâàòü ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé äëÿ êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû
ïëàñòè÷íîñòè è ïîñòðîèòü íîâûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ.
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S. I. Senashov, A. N. Yakhno, L. V. Yakhno

DEFORMATION OF CHARACTERISTICS OF PLANE IDEAL PLASTICITY

Siberian State Aerospace University

University of Guadalajara

Abstract. The hyperbolic system of plane ideal plasticity equations under the Saint-Venant -
Mises' yield criterion is considered. Ñharacteristics on this system are deformed under the action
of point transformations committed by the group that allows to construct new analytic solutions.
The mechanical sense of obtained characteristic �elds is discussed. The general algorithm of solution
transformation of two quasilinear homogeneous equations hyperbolic system of two independent
variables is proposed.

Keywords: boundary problem for hyperbolic systems of the equations in private derivative; the
group analysis; plasticity; exact solutions of di�erential equations.
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