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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÏÎ ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÛÌ ÏËÎÑÊÈÌ

ÒÐÀÅÊÒÎÐÈßÌ ÌÍÎÃÎÇÂÅÍÍÛÌÈ ËÎÌÀÍÛÌÈ

Òâåðñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ïëàñòè÷åñêîãî äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ïî ïëîñêèì êðèâîëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì è èõ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîãîçâåííûìè
ëîìàíûìè. Èñïîëüçîâàíà íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåîðèè ïðîöåññîâ, ïðåäñòàâëåííàÿ
â [1].

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëàñòè÷íîñòü, ìîäåëèðîâàíèå, ïðîöåññ, òðàåêòîðèÿ.

ÓÄÊ: 539.3

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåîðèè ïðîöåññîâ.
Â [1] íà îñíîâå íåëîêàëüíîé ôîðìû òåîðèè ïðîöåññîâ

dσ̄ = N1dÝ̄+ ds(N∗
σ σ̄ +N∗

ÝÝ̄) (1)

ïðåäëîæåíà ïðîñòàÿ ìîäåëü ïðîöåññîâ ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ äëÿ òðàåêòîðèé ñðåä-
íåé êðèâèçíû è ìàëîãî êðó÷åíèÿ. Â (1) σ̄ è Ý̄ � âåêòîðû íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé

σ̄ = Sk îk, Ý̄ = Ýk îk (k = 1, 2, . . . , 5) (2)

â ëèíåéíîì ïÿòèìåðíîì êîîðäèíàòíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E5 ñ îðòîíîðìèðîâàííûì
áàçèñîì {̂ik} À. À. Èëüþøèíà S1 =

√
3
2 (σ11 − σ0), S2 = σ22−σ33√

2
, S3 =

√
2σ12, S4 =

√
2σ23, S5 =

√
2σ13,

Ý1 =
√

3
2 (ε11 − ε0), Ý2 = ε22−ε33√

2
, Ý3 =

√
2ε12, Ý4 =

√
2ε23, Ý5 =

√
2ε12

(3)

� êîìïîíåíòû âåêòîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé; σij , εij � êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæå-
íèé è äåôîðìàöèé,

σ0 =
1
3
δijσij , ε0 =

1
3
δijεij (4)

� ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, s � äëèíà äóãè òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðàåêòîðèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé ñðåäíåé êðèâèçíû

è ìàëîãî êðó÷åíèÿ. Òàêæå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äèàãðàììà ïðîñëåæèâàíèÿ ïðîöåññà äåôîðìèðîâà-
íèÿ Îäêâèñòà-Èëüþøèíà

σ = Φ(s) (5)
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ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò äèàãðàììû ïðîñòîãî íàãðóæåíèÿ Ðîøà è Ýéõèíãåðà

σ = Φ(Ý). (6)

Â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè äèàãðàìì (5), (6) èñïîëüçóþòñÿ âûðàæåíèÿ

σ = Φ(s) = C(s) + 2G∗∆s+ σ∗(1− e−β∆s), (7)

σ = Φ(Ý) = σT + 2G∗∆Ý+ σ∗(1− e−β∆s), (8)

ãäå σT =
√

2/3σT , σT � ïðåäåë òåêó÷åñòè ïðè ïðîñòîì íàãðóæåíèè, ïàðàìåòðû G∗, σ∗, β
ïîäëåæàò ýêñïåðèìåíòàëüíîìó îïðåäåëåíèþ,

∆s = s− sT , ∆Ý = Ý− ÝT , (9)

ãäå sT è ÝT ñîîòâåòñòâóþò ïðåäåëó òåêó÷åñòè σT , C(s) - ôóíêöèÿ ¾èçîòðîïíîãî¿ óïðî÷íåíèÿ
ëèáî ðàçóïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà.
Ôóíêöèè ïðîöåññà N1, N

∗
σ , N

∗
Ý â (1) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ðåàëèçàöèè ïðîñòîãî íàãðó-

æåíèÿ [1]

N1 = 2G∗ + βσ∗, N∗
σ = −β

(
1− σT

σ

)
, N∗

Ý = 2G∗β
(

1− sT

s

)
. (10)

Äëÿ êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ïàðàìåòðû σT , G∗, σ∗, β èçìåíÿþòñÿ. Â êà÷å-
ñòâå σT ïðèíèìàåòñÿ çíà÷åíèå âòîðè÷íîãî ïðåäåëà òåêó÷åñòè σT

M ïîñëå îêîí÷àíèÿ ÷àñòè÷íîé
óïðóãîé ðàçãðóçêè ìàòåðèàëà.
Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (1) â ñêàëÿðíîé ôîðìå èìååò âèä

dSk = N1dÝk + ds(N∗
σSk +N∗

ÝÝk) (k = 1, 2, 3) (11)

èëè

dSk

dt
= N1

dÝk

dt
+ ṡ(N∗

σSk +N∗
ÝÝk), (12)

ãäå t � îáîáùåííîå âðåìÿ, ò. å. íåêîòîðûé ìîíîòîííî èçìåíÿþùèéñÿ â ïðîöåññå äåôîðìèðî-
âàíèÿ ïàðàìåòð.
Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ Sk ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

Ýk = Ý∗k, Sk = S∗k ïðè t = t0 (13)

ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Êîøè. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (12) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (13) ìîæåò áûòü
ðåøåíà îäíèì èç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð ìåòîäîì Ðóíãå � Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè.
2. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ïî ïëîñêèì òðàåêòîðèÿì ïîñòî-

ÿííîé êðèâèçíû.
Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà ïðîãðàììà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïî êîòîðîé ïðîâîäèëîñü ýêñïå-

ðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïðîöåññà íà àâòîìàòèçèðîâàííîì èñïûòàòåëüíîì êîìïëåêñå ÑÍ-
ÝÂÌ â ëàáîðàòîðèè ìåõàíè÷åñêèõ èñïûòàíèé êàôåäðû ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ, òåîðèè
óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè Òâåðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà. Èñïûòû-
âàëèñü òðóá÷àòûå îáðàçöû èç ñòàëè 45, äëÿ êîòîðîé σT = 269 ÌÏà, E = 2, 05 · 105 ÌÏà,
µ = 0, 3. Îáðàçåö çàêðó÷èâàëñÿ äî çíà÷åíèé Ý3 = 0, 0123, S3 = 385 ÌÏà çà ïðåäåëîì óïðóãî-
ñòè. Ïîñëå èçëîìà òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ íà 90o îñóùåñòâëÿëîñü äåôîðìèðîâàíèå ïî
îêðóæíîñòè ðàäèóñà R = Ý = 0, 0125. Áûëî ðåàëèçîâàíî 4 âèòêà îêðóæíîñòè, ïîñëå ÷åãî
äåôîðìèðîâàíèå ïðîèñõîäèëî ïî ïðÿìîé ëèíèè, ïàðàëëåëüíîé îñè Ý1.
Ïðè òåîðåòè÷åñêîì ðàñ÷åòå ñîãëàñíî îïèñàííîé âûøå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè [1] îêðóæ-

íîñòü àïïðîêñèìèðîâàëàñü âïèñàííûì â íåå ìíîãîãðàííèêîì. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí âïèñàííûé
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Ðèñ. 1.

Ðèñ. 2. Ðèñ. 3.

Ðèñ. 4. Ðèñ. 5.

â íåå øåñòíàäöàòèãðàííèê. Íà ðèñ. 2 è 3 ïðåäñòàâëåíû ñêàëÿðíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà â äàí-
íîì îïûòå. Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ðàñ÷åòó, 2 � ýêñïåðèìåíòó, 3 � àïïðîêñèìàöèè óíèâåð-
ñàëüíîé äèàãðàììû ïðîñëåæèâàíèÿ ïðîöåññà. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåí îòêëèê â ïðîñòðàíñòâå
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Ðèñ. 6. Ðèñ. 7.

íàïðÿæåíèé íà ðåàëèçîâàííûå ýêñïåðèìåíòàëüíóþ è òåîðåòè÷åñêóþ ïðîãðàììû. Íà ðèñ. 5
è 6 èçîáðàæåíû ëîêàëüíûå äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ðàñòÿæåíèÿ è êðó÷åíèÿ. Íà ðèñ. 7
ïðåäñòàâëåíû âåêòîðíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà, îòðàæàþùèå çàâèñèìîñòü óãëà ñáëèæåíèÿ ϑ1

îò äëèíû äóãè s.
Ïðè ðàñ÷åòå ìàòåðèàë ñ÷èòàëñÿ öèêëè÷åñêè ñòàáèëüíûì. Â öåëîì ðàñ÷åò è ýêñïåðèìåíò

äàëè áëèçêèå äðóã ê äðóãó ðåçóëüòàòû äëÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ,
êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîñòðîåííàÿ â [1] ìîäåëü ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà
â ðàìêàõ òåîðèè ïðîöåññîâ âïîëíå ïðèåìëåìà äëÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ.
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MODELLING OF PLASTIC DEFORMATION PROCESSES ALONG
CURVILINEAR FLAT TRAJECTORIES WITH MULTIJOINT LINE STRINGS

Tver State Technical University

Abstract. Mathematical modelling of plastic deformation processes along �at curvilinear
trajectories and their approximation with multijoint line strings is considered. New mathematical
model of process theory is used which is presented in [1].

Keywords: Plasticity, modelling, process, trajectory.
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