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Аннотация. В настоящей работе решается задача о гидростатическом сжатии одиночного
сферического дефекта сплошности, все необратимые деформации относятся на счет явления
ползучести. Определенная сложность заключается на таком пути в том, что в окрестности
микродефекта деформации всегда большие и следовательно, все рассмотрение следует про-
вести в рамках модели неустановившейся ползучести при больших деформациях. В качестве
основы для построения данной модели принимается теория больших упругопластических де-
формаций, построенная в [3] и степенной закон ползучести.

Ключевые слова: напряжение, большие деформации, ползучесть, релаксация, упругость,
вязкоупругость.
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Введение. Металлы, как и все конструкционные материалы, обладают свойствами пол-
зучести в определенном диапазоне напряжений и температуры. Даже при комнатной тем-
пературе обычные конструкционные стали или алюминиевые сплавы обнаруживают свой-
ства ограниченной ползучести. Малые же размерыдефектов уже при умеренных внешних
нагрузках приводят к необратимому деформированию материала в их окрестностях и к воз-
никновению внутренних остаточных напряжений, которые такж е существенно влияют на
длительную прочность изделий. При этом хотя бы необратимые деформации в окрестностях
дефектов сплошности считать малыми нельзя.

Ранее [1] было показано, что в рамках такой теории больших упругопластических деформа-
ций при идеальном характере пластического течения наблюдается эффект приспособляемо-
сти одиночных дефектов сплошности к циклическим нагрузкам по типу “нагрузка - разгруз-
ка” То есть после каждой разгрузки размеры дефекта не изменяются, как и уровень и рас-
пределение деформаций и напряжений. Очевидно, что учет реологических свойств материала
должен выводить из такой ситуации. Однако оказалось [2], что учет вязких свойств матери-
алов на стадии, предваряющей пластическое течение, или на стадии разгрузки приводит к
значительному, по сравнению с наблюдаемым в случае идеальной пластичности, уменьшению
размера дефекта, но при использовании модели вязкоупругопластической среды релаксация
напряжений не проявляет себя в процессе разгрузки. Для изучения этого явления предла-
гается модель среды с учетом больших деформаций, когда все необратимые деформации
относятся к деформациям ползучести.

1. Основные модельные зависимости. За основу возьмем модель больших упругопла-
стических деформаций [3], основные кинематические соотношения которой в прямоугольной
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декартовой системе пространственных (эйлеровых) координат могут быть записаны в форме
Deij
Dt

= εij − εpij −
1

2

(
(εik − εpik + zik)ekj + eik(εkj − εpkj − zkj)

)
,

Dpij
Dt

= εpij − pikε
p
kj − ε

p
ikpkj ,

Dnij
Dt

=
dnij
dt
− riknkj + nikrkj ,

εij =
1

2
(vi,j + vj,i) , vi =

∂ui
∂t

+ vmui,m, (1)

rij = wij + zij (eij , εij) , wij =
1

2
(vi,j − vj,i) ,

dij = eij + pij −
1

2
eikekj − eikpkj − pikekj + eikpkmemj .

В соотношениях (1), ui, vi - компоненты векторов перемещений и скоростей точек среды;
eij и pij - обратимая и необратимая составляющие тензора полных деформаций Альманси
dij ; D

Dt - объективная производная тензоров по времени; источник εpij в уравнении изменения
тензора pij - тензор скоростей необратимых деформаций, zij = −zij - нелинейная часть тен-
зора вращений, полностью выписанная в [3], определяющая его отличие от тензора жесткого
вращения wij .

Следуя формализму неравновесной термодинамики, напряжения в среде полностью опре-
деляются обратимыми деформациями, и для рассматриваемого случая несжимаемой среды
данные зависимости записываются в виде

σij = −p1δij +
∂W

∂eik
(δkj − ekj) . (2)

В соотношениях (2) p1 - добавочное гидростатическое давление, W - упругий потенциал,
который для изотропной среды принимается в форме

W = (a− µ)J1 + aJ2 + bJ2
1 − kJ1J2 − ζJ2

1 , (3)

J1 = ejj −
1

2
eijeji, J2 = eijeji − eijejkeki +

1

4
eijejkeksesi.

Здесь λ, µ, a, b, θ - упругие модули среды.
Принимаем, что компоненты тензора скоростей необратимых деформаций связаны с ком-

понентами напряжений законом ползучести Нортона [4]

εpij =
dV (Σ)

dσij
, V (Σ) = BΣ (σij)

n
,

Σ =

√
3

2

(
(σ1 − σ)2 + (σ2 − σ)2 + (σ3 − σ)2

) 1
2 , σ =

σ1 + σ2 + σ3

3
. (4)

Здесь B и n заданные постоянные, σ1, σ2, σ3 - главные значения тензора напряжений.
2. Постановка задачи. Разрешающаяся система уравнений. В рамках описанной

выше модели больших деформаций были решены задачи о поведении границы сферического
микродефекта (микропоры) в условиях эксплуатационных нагрузок.

Рассмотрим шар начального радиуса R0 с одиночным сферическим дефектом сплошно-
сти (микропора) начального радиуса r0 в центре шара. Процесс деформирования задается
краевыми условиями

σrr|r=R(t) = −P (t), σrr|r=s(t) = 0, (5)

в которых σrr - радиальная компонента тензора напряжений в сферической системе коор-
динат r, ϕ, θ, R(t) >> r0 - радиус сферической поверхности, на которой задается внешнее
давление, s(t) - текущий радиус границы микропоры.

Кинематика среды согласно принятому условию несжимаемости определяется с точностью
до неизвестной функции ϕ(t):

ur = r −
(
r3 + ϕ(t)

) 1
3 , ϕ(t) = s3

0 − s3(t) = R3
0 −R3(t), (6)
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где u = ur - единственная не равная нулю компонента вектора перемещений.
Согласно формулам (2) и (3), компоненты напряжений с точностью до неизвестной функ-

ции добавочного гидростатического давления вычисляются зависимостями

σrr = −p1 + g1err + g2err
2 − g3erreθθ + g4err

3 + g5erreθθ
2 + g6err

2eθθ − g7err
4+

+g8

(
erreθθ

4 − 4erreθθ
3 + 2err

2eθθ
3 − 1

2
err

2eθθ
4

)
− g9err

2eθθ
2 + g10

(
3err

5 − 1

2
err

6

)
+

+2g11

(
err

4eθθ + 2err
3eθθ

2 − 4err
3eθθ −

1

2
err

4eθθ
2

)
, (7)

σθθ = −p1 + g1eθθ + g12eθθ
2 − 1

2
g3erre

e
θθ + g13eθθ

3 + g18

(
eθθ

5 − 1

6
eeθθ

6

)
+

+g11

(
1

4
err

4eθθ
2 − 2err

3eθθ +
1

2
err

4eθθ − err3eθθ
2

)
+ g15erreθθ

2 − g16eθθ
4+

+g14err
2eθθ − g17err

2eθθ
2 + g8

(
2err

2eθθ
3 + erreθθ

4 − 1

2
err

2eθθ
4 − 4erreθθ

3

)
,

g1 = 2µ, g2 = µ+ 4a+ 4b+ 2k, g3 = 4 (2b+ k) ,

g4 = 4

(
a+ b+ 2k +

3

2
ζ

)
, g5 = 2(2b+ 3k + 12ζ), g6 = g5 + 4k,

g7 = a+ b+
19

2
k + 9ζ, g8 = k + 6ζ, g9 = 2b+ 7k + 24ζ, g10 =

3

2
(k + ζ),

g11 = k + 3ζ, g12 = µ+ 4a+ 8b+ 4k, g18 = 9(k + 2ζ),

g13 = 4(a+ 2b+ 4k + 6ζ), g14 =
1

2
g5 − 6ζ, g15 =

1

2
g6 + 12ζ,

g16 = a+ 2b+ 19k + 36ζ, g17 = b+
7

2
+ 15ζ, p1 = P − ∂W

∂J1
.

Компоненты полных деформаций по известному полю перемещений (6) находятся соотно-
шениями

drr =
1

2

(
1−H−4/3

)
, dθθ = dϕϕ =

1

2

(
1−H2/3

)
, H = 1 +

ϕ(t)

r3
, (8)

dθθ =
1

2

(
1− 1√

1− 2drr

)
.

Согласно кинематическим зависимостям (1) имеем

εprr =
dprr
dt

(1− 2prr)
−1, εθθ =

dpθθ
dt

(1− 2pθθ)
−1, (9)

err = 1− x− 2
3 , eθθ = 1− x 1

3 , x =

(
1− 2prr
1− 2drr

)3

= H4(1− 2prr)
3.

Подстановка (8) и (9) в определяющие соотношения (4) приводит к уравнению
dprr
dt

(1− 2prr)
−1 = BnΣn−1

(
1−H− 8

3 (1− 2prr)
−2, 1−H 1

3 (1− 2prr)
)
,

Σ(a, b) = g1(a− b)− g2a
2 + g12b

2 + g4a
3 − g13b

3 +
1

2
g3

(
1

2
ab2 − ab

)
+

+g19

(
a2b− 1

2
a2b2

)
+ g10

(
3b5 − 1

2
a6

)
+

1

3
g18

(
1

2
a6 − 3b5

)
− g7a

4+ (10)

+
3

4
g11

(
a4b+ 2a3b2 − 1

2
a4b2 − 4a3b

)
+ g16b

4,

g19 = 2b+ 7k + 18ζ.
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Уравнение (10) в каждой точке среды s(t) ≤ r ≤ R(t) является обыкновенным дифферен-
циальным уравнением для вычисления компоненты необратимых деформаций prr (или pθθ).
С другой стороны компоненты напряжений находятся интегрированием уравнения движения

σrr,r + 2
σrr − σθθ

r
= −ρ0

(
ϕ̈(t)

3r2
+

2

9

ϕ̇2(t)

r5

)
,

используя второе граничное условие (5). Вычислив напряжения на внешней границе согласно
первому граничному условию (5) получаем интегро-дифференциальную связьмежду нагру-
жающим давлением P (t) и функцией ϕ(t)

P (t) = 2

R(t)∫
s(t)

N(err, eθθ)

r
dr − ρ0

(
ϕ̈(t)

3

(
1

R(t)
− 1

s(t)

)
+
ϕ̇2(t)

18

(
1

R(t)4
− 1

s(t)4

))
. (11)

3. Анализ численных экспериментов. Приведем численные результаты расчетов. На
рисунках 1 и 2 проиллюстрированы изменения нагружающего усилия и границы микропоры
соответственно. До момента времени τ1 =

√
µ
ρ0

1
R0
t происходит активное нагружение образца,

при котором по заданному увеличивающемуся нагружающему усилию P (t), решая интегро-
дифференциальную систему уравнений (10 - 11), находим неизвестную функцию ϕ(t) и рас-
пределение необратимых деформаций prr. Начиная с момента τ1 = 15 рассмотрим несколько
вариантов развития процесса деформирования материала среды. Тогда начальными условия-
ми для уравнений (10 - 11) станут параметры напряженно-деформированного состояния при
τ = τ1.

Рис. 1. Изменение нагружающего усилия P (τ)
µ

Под цифрой 1 (сплошная линия) на рис. 1, 2 изображен процесс разгрузки материала об-
разца, когда нагружающие усилие сначала уменьшается и становится равным 0 в момент
τ = 30, а после этого остается некоторое время свободным от внешнего давления. Процесс
релаксации напряжений (2, пунктирная линия) соответствует неизменному полю полных де-
формаций, а перераспределение обратимых и необратимых составляющих необходимо вызы-
вает уменьшение уровня напряжений в теле. Если зафиксировать нагружающее усилие и на
таком пути проследить за поведением границы микродефекта (3, штрихпунктирная линия),



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ УСЛОЖНЕННЫХ РЕОЛОГИЧЕСКИХ СВОЙСТВ ...75

Рис. 2. Изменение радиуса полости s(τ)
R0

оказывается, радиус полости постепенно уменьшается, т.е. в окрестности дефекта начинается
процесс ползучести материала.

Заключение. Предложенная модель процесса нелинейной ползучести при больших де-
формациях основана на модели больших упругопластических деформаций, в которой разде-
ление полных деформаций на обратимую и необратимую составляющие является следствием
понятных термодинамических принципов, что является существенным преимуществом при-
мененного подхода. Решенные задачи о ползучести, релаксации напряжений и разгрузке в
шаре с одиночным сферическим дефектом сплошности имеют своей целью описание экспе-
риментально известного процесса залечивание микропор. Показано, что построенная модель
больших упруго-ползучих деформаций удовлетворительно описывает процессы ползучести
материала при активном нагружении и последующем прцессе релаксации остаточных напря-
жений.
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OF THE BIG DEFORMATIONS
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Sciences

Abstract. In the present work the problem about hydrostatic compression of a single spherical
entirety defect solves, all irreversible deformations are charged to the creep phenomenon. The
certain complexity consists on such way that in the vicinities of an microdefect the deformations
are always big and, hence, all consideration should be spent within the limits of a model of unsteady
creep at the big deformations. The theory of the big elasto-plastic deformations, build on [3] and
the power creep law is accepted as a basis for the construction of the given model.
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