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Аннотация. Для полиметаллических круглых и кольцевых пластин из пластических мате-
риалов с линейным упрочнением разработан метод решения задач о динамическом дефор-
мировании при воздействии интенсивных нагрузках взрывного типа. В качестве физических
законов деформирования использована модель В. Прагера для линейно упрочняющихся мате-
риалов с кусочно-линейным потенциалом Треска. В качестве примеров рассмотрены задачи о
деформировании кольцевой свободной на внутреннем контуре и сплошной пластины в случае
шарнирного опирания на внешнем контуре.
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1. Введение. В последние десятилетия проводятся интенсивные исследования по
созданию для различных отраслей промышленности и строительной индустрии эф-
фективных полиметаллических и других гибридных слоистых конструкций. Наиболее
простыми и распространенными с технологической точки зрения являются приемы
изготовления плоских полиметаллических пластин любых геометрических форм и
размеров без серьезных ограничений по выбору материалов. Существующие техно-
логические приемы (склеивание, сварка взрывом и диффузионная сварка, холодное
газодинамическое или плазменное напыление, плазменная или механическая резка)
позволяют создавать плоские симметричные (рис. 1) и несимметричные (рис. 2) па-
кетные конструкции из практически любых наборов материалов и сплавов [1]–[3].

В любой такой конструкции сохраняются основные индивидуальные (в частности,
пластические) свойства отдельных слоев, но ее несущая способность и деформаци-
онная податливость могут существенно изменяться в зависимости от выбора коли-
чества материалов, их расположения и относительных параметров толщин слоев. В
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Рис. 1

Рис. 2

рамках модели идеальных жестко-пластических материалов задача рационального
подбора материалов была рассмотрена в работе [4]. Однако, многие металлические
материалы и сплавы обладают свойством существенного упрочнения и предельные
нагрузки полиметаллической конструкции могут оказаться в реальности слишком за-
нижеными. В связи с этим для таких конструкций было предложено ввести второе
предельное состояние [5], [6], при котором в соответствии с концепцией слабейшего
звена какой-либо из материалов достигнет предельной деформации предразрушения.
При квазистатическом нагружении соответствующие решения рассматривались для
полиметаллических балок, круглых и кольцевых пластин. В данной работе предлага-
ется рассмотреть динамическое деформирование круглых и кольцевых пластин при
воздействии динамических нагрузок взрывного типа.
2. Формулировка основных уравнений. Будем рассматривать слоистые

пластины симметричной структуры (рис. 1) и считать все материалы жестко-
пластическими и линейно-упрочняющимися. Тогда в соответствии с концепцией В.
Прагера [7] закон пластического деформирования для круглых и кольцевых пластин
при использовании кусочно-линейного потенциала Треска может быть представлен в
форме [6], [7]:
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Рис. 3

A1 : M1 = M0 +D0χ1 , M2 = M0 +D0χ2,
χ1 ≥ 0 , χ2 ≥ 0,

A1B1 : M2 = M0 +D0χ2 , 0 ≤M1 < M0 +Dχ1,
χ1 = 0 , χ2 ≥ 0,

B1 : M1 = 0 , M2 = M0 +D0χ2 ,
χ1 ≤ 0 , χ2 ≥ 0,

B1C1 : M2 −M1 = M0 +D0χ2 ,
−M0 −D0χ1 ≤M1 ≤ 0,
χ1 + χ2 = 0 , χ1 ≤ 0 , χ2 ≥ 0.

В этих выражениях

M0 =

n∑
i=1

σ0i

(
h2
i − h2

i−1

)
, D0 =

n∑
i=1

di
(
h2
i − h2

i−1

)
M1, M2 , χ1 , χ2 – безразмерные изгибающие моменты, и кривизны пластин в ради-
альном и окружном направлениях, hi – безразмерные координаты раздела слоистого
пакета, σ0i,di – безразмерные пределы текучести и модули упрочнения материалов,
составляющих слоистый пакет.

Безразмерные кривизны χ1 , χ2 связаны с безразмерным прогибом ω выражениями

χ1 = −w′′ , χ2 = −1

x
w′.

Здесь штрих обозначают производную по безразмерной координате x

x =
r

R
; w =

w̄H̄0

R2
; Mi =

M̄i

σ0H̄2
0

,

где w̄ , r , R – прогиб, текущий и внешний радиус пластинки, H̄0 – обезразмеривающий
параметр толщины пластинки.
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Уравнения динамического движения пластины имеют вид:

(xM1)′ −M1 = xQ,
(Qx)′ + x (p−mẅ) = 0

Q = Q̄R
M̄0
, M1 = M̄r

M̄0
, M2 =

M̄ϕ

M̄0
,

M̄0 = σ̄0H̄
2
0 , t = t̄

T , m = m̄
m0

.

m = 2

n∑
i=1

ρi (hi − hi−1), ρi =
ρ̄i
ρ̄0
.

Точка обозначает частную производную по безразмерному времени t, p и m – безраз-
мерные распределенная нагрузка и поверхностная масса, Q – безразмерная перерезы-
вающая сила.

При решении конкретных задач должны быть заданы граничные условия, соответ-
ствующие условиям закрепления пластинки и начальные условия движения

ẇ (x, 0) = w (x, 0) = 0.

3. Кольцевая шарнирно-опертая по наружному контуру пластинка со сво-
бодным внутренним контуром x0. Рассмотрим в качестве примера задачу о рав-
номерно нагруженной по поверхности кольцевой пластинке x0 ≤ x ≤ 1, шарнирно
опертой на наружном контуре x = 1. В этом случае граничные условия будут иметь
вид:

Q (x0, t) = 0, M1 (x0, t) = 0, M1 (1, t) = 0, w (1, t) = 0.

Решение задачи в области x0 ≤ x ≤ 1 будет соответствовать режиму A1B1, для кото-
рого

w′′ (x, t) = 0, M2 (x, t) = M0 +D0χ2, χ2 (x, t) = − 1
xw
′ (x, t).

Тогда, учитывая выражения (5) для пластинки со слоями постоянной толщины, на-
груженной равномерно распределенной нагрузкой

p (t) = p0ψ (t)

получим выражения:

w (x, t) = 1−x
(1−x0)w0 (t) , χ2 (x, t) = w0(t)

(1−x0)x ,

M2 (x, t) = M0 +D0
w0(t)

(1−x0)x ,

Q (x, t) = −p0ψ (t)

2

(
x2 − x2

0

)
+

mẅ0 (t)

6 (1− x0)

[
3
(
x2 − x2

0

)
− 2

(
x3 − x3

0

)]
.

(xM1)′ = M0 + D0w0(t)
(1−x0)x −

p0ψ(t)
2

(
x2 − x2

0

)
+ mẅ0(t)

6(1−x0)

[
3
(
x2 − x2

0

)
− 2

(
x3 − x3

0

)]
,

xM1 (x, t) = M0 (x− 1) + D0w0(t)
(1−x0) lnx− p0ψ(t)

6

[
x3 − 1− 3x2

0 (x− 1)
]

+

+ mẅ0(t)
6(1−x0)

{
x3 − 1− 3x2

0 (x− 1)−
[
x4−1

2 − 2x3
0 (x− 1)

]}
.

Пользуясь условием M1 (x0, t) = 0, получим уравнение для w0 (t):

ẅ0 −
12D0

m
f1 (x0) · w0 =

2p0ψ (t)

m
f2 (x0)− 12M0

m
f3 (x0) , (1)

где

f1 (x0) =
lnx0

(1− x0)
(
3x4

0 − 10x3
0 + 6x2

0 − 1
) ,
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f2 (x0) =

(
1 + 2x3

0 − 3x2
0

)
(1− x0)(

3x4
0 − 10x3

0 + 6x2
0 − 1

) , (2)

f3 (x0) =
(1− x0)2(

3x4
0 − 16x3

0 + 6x2
0 − 1

) .
Начальные условия для этого уравнения имеют вид:

ẇ0 (0) = w0 (0) = 0. (3)

Функция ψ (t) для нагрузок взрывного типа чаще всего используется в форме

ψ (t) = e−αt, (4)

где α – заданный параметр для конкретного взрывного вещества.
Время окончания движения tf определяется из условия

ẇ0 (tf ) = 0 (5)

и остаточный прогиб w∗ будет равен

w∗ = ẇ0 (tf ) . (6)

4. Шарнирно-опертая пластинка без отверстия (x0 = 0). Поскольку для сплош-
ной пластинки без отверстия в центре x = 0 имеем

w′ (0, t) = 0, (7)

то в окрестности центра 0 ≤ x ≤ x1 должно реализоваться состояние, соответству-
ющее вершине A1 на рисунке 3, а в окрестности опоры x1 ≤ x ≤ 1 – состояние,
соответствующее стороне A1B1.

Таким образом в области 0 ≤ x ≤ x1 будем иметь

M1 = M0 +D0χ1 , M2 = M0 +D0χ2

χ1 = −w′′ , χ2 = − 1
xw
′.

(8)

Исключая Q из уравнений (8), (9), получим уравнение

(xM1)′′ −M ′2 = −x (p0ψ (t)−mẅ) . (9)

Подставляя в него значения (8) получим уравнение для прогиба w (x, t) в области
0 ≤ x ≤ x1:

D0

(
wIV + 2

w′′′

x
− w′′

x2
+
w′

x3

)
= p0Ψ (t)−mẅ. (10)

Если все материалы являются идеально пластическими (неупрочняющимися), то
D0 = 0 и уравнение (10) будет иметь вид:

ẅ =
p0

m
ψ (t) . (11)

Если хотя бы один из материалов будет упрочняющимся, то D0 6= 0 и уравнение (10)
в области 0 ≤ x ≤ x1 будет иметь вид:

wIV + 2
w′′′

x
− w′′

x2
+
w′

x3
+
m

D0
ẅ = p0ψ (t) . (12)

Представим решение этого уравнения в форме

w (x, t) = w1 (x, t) + w2 (x, t) , (13)
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где w2 (x, t) удовлетворяет уравнению

mẅ2 = p0ψ (t) . (14)

Тогда для w1 (x, t) получим уравнение

wIV1 + 2
w
′′′
1

x
− w

′′
1

x2
+
w
′
1

x3
+
m

D0
ẅ = 0. (15)

В области x1 ≤ x ≤ 1 реализуется состояние, соответствующее отрезку A1B1 на рис. 3
и должны выполняться условия

M1(x1, t) = M0, M1(1, t) = 0
w(1, t) = 0, w(x1, t) = v1(t).

(16)

В соответствии с этим будем иметь

w =
(1− x)

(1− x1)
v1(t), χ2 =

v1(t)

(1− x1)x
,

M2(x, t) = M0 +D0
ν1(t)

(1− x1)x

M1(x, t) = M0 +Q1
x1(x−x1)

x − p0ψ(t)
12

[2(x3−x3
1)−3x2

1(x−x1)]
x +

+ mν̈1
6(1−x1)x

[
3(x2 − x2

1)− 6(x− x1)− (x3 − x3
1) + 3x2

1(x− x1)
]

+ D0v1
x(1−x1) ln x

x1
.

Из условия M(1, t) получим равенство

M0 +Q1x1(1− x1)− P0ψ(t)
12

[
2(1− x3

1)− 3x2
1(1− x1)

]
+

+ mν̈1
6(1−x1)

[
3(1− x2

1)− 6x1(1− x1)− (1− x3
1) + 3x2

1(1− x1)
]

+ D0v1
2(1−x1) ln 1

x1
= 0.

Граничные условия для уравнения (10) имеют вид:

w (0, t) = w0 (t)1 , w
′ (0, t) = 0,

w′′ (x1, t) = 0, κ1 (0, t) = κ2 (0, t) .
(17)

Кроме того, на границе x = x1 должны выполняться условия

[w (x1, t)] = 0,
[
w′ (x1, t)

]
= 0, [Q (x1, t)] = 0. (18)

Получающаяся в итоге система нелинейных дифференциальных уравнений требует
разработки специальных алгоритмов численного счета, которые здесь обсуждаться
не могут.
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