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Аннотация. Сформулированы и решены задачи оптимального проектирования гибридных
тавровых композитных балок по требованию достижения предельно допустимых упругих
или пластических деформаций. Рассмотрены слоистые композитные конструкции. В качестве
критерия эквивалентности сравнимых проектов используется требование равенства весов. В
качестве предельно допустимых условий эксплуатации упругих конструкций рассматривают-
ся уровни амплитуд нагрузок, при которых впервые достигается предел упругости соответ-
ствующего материала. В качестве предельно допустимых пластических деформаций исполь-
зуются деформации соответствующие пределу прочности данного материала. Для решения
пластической задачи используется модель жестко-пластического тела.
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УДК: 536.21

Однотавровые и двутавровые конструктивные элементы широко используются в
качестве несущих элементов в изделиях авиационной, судостроительной, машиностро-
ительной техники и в строительной индустрии. В последние годы с целью улучшения
эксплуатационных качеств создаются слоистые и слоисто-волокнистые (гибридные)
конструкции при использовании разнообразных технологий склейки, сварки, напыле-
ний [1], [2]. Конечной целью реализации всех этих процессов является создание кон-
струкции с максимально улучшенными эксплуатационными качествами. Для решения
этой задачи будем рассматривать в сравнении традиционные двутавровые (фиг. 1) и
однотавровые (фиг. 2) конструкции из однородных материалов и проектируемые ги-
бридные конструкции (фиг. 3, фиг. 4), составленные из различных материалов.
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Фиг. 1

Фиг. 2

В качестве критерия эквивалентности сравниваемых проектов будем использовать
равенство весов. Тогда для двутавровых проектов будем иметь равенство:

b1·
3∑
i=1

ρi · (hi+1 − hi)+b2·ρ4·h1+ρ5·


(
hα5+1

1 − hα5+1
5

)
α5 + 1

+ (h1 − h5) · hα5
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2

)
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2

(1)
и для однотавровых проектов:
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Фиг. 3

Фиг. 4

Здесь ρ0, ρ1, ρ2,. . . , ρ5 – удельные веса материалов, α5 ≥ 0.
В качестве предельно допустимых условий эксплуатации упругих конструкций рас-

сматриваются уровни амплитуд, нагрузок, при которых впервые достигается предел
текучести соответствующего материала. В качестве предельно допустимых пластиче-
ских деформаций используются деформации возникающие при достижении предела
прочности соответствующего материала. Для решения пластической задачи исполь-
зуется модель жестко-пластического тела с двумя аппроксимациями пластической
части диаграммы деформирования [3], [4].
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1. Линейное упрочнение

σ = σ0 · sign(ε) +K · ε, K = σ∗−σ0
ε∗

. (3)
2. Параболическое упрочнение

σ =
(
σ0 +K2 · ε2

)
· sign(ε) +K1 · ε (4)

K1 =
2 (σ∗ − σ0)

ε∗
, K2 = −σ∗ − σ0

ε∗
. (5)

Здесь σ0, σ∗ – предел текучести и предел прочности материала, ε∗ – предельная
пластическая деформация.

Использование аппроксимаций (3), (4) позволят в рамках единого подхода постро-
ить балки оптимальных пластических проектов из различных наборов материалов.

Рассмотрим сначала упругие двутавровые балки. Изгибающий момент эталонной
балки связан с кривизной χ следующей зависимостью:

M0 = A0 · χ, A0 = 2 · E0 ·
[
b1 · (h0

1)2 − (b1 − b2) · (h0
2)2
]

и предельный упругий момент для эталонной балки будет равен:

M0
0 =

A0 · ε0
0

h0
1

, ε0
0 =

σ0
0

E0
,

σ0
0 , E0 – предел текучести и модуль упругости эталонного материала.
Изгибающий момент гибридной упругой двутавровой балки будет равен

M = A · χ

A = 2 ·

{
b1 ·

3∑
i=1

Ei ·
(
h2
i+1 − h2

i

)
+ E4 · b2 · h2

1 + 2 · E5 ·

[(
h
α5+2
1 −hα5+2

5

)
α5+2 − (h2

1−h2
5)·h

α5
1

2

]}
(6)

и предельный упругий момент гибридной двутавровой балки будет равен

M0 =
A · ε0

3

h4
, (7)

при этом выполняются равенства:

h3 =
ε0

2

ε0
3

· h4, h2 =
ε0

1

ε0
3

· h4, h1 =
ε0

4

ε0
3

· h4, h5 = β5 · h1, (β5 < 1) . (8)

В упругом состоянии изгибающие моменты пропорциональны амплитудам действу-
ющих нагрузок. Поэтому отношение предельных упругих нагрузок гибридной и эта-
лонной конструкции при одинаковом характере нагружения будет равно отношению
предельных упругих моментов. Таким образом, задача сводится к отысканию макси-
мума отношения

F1 =
M0

M0
0

=
A · ε0

3 · h0
1

A0 · ε0
0 · h4

(9)
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при условии, что варьируемые параметры сечения гибридной конструкции подчиня-
ются дополнительным условиям (1) и (3).

При поперечном изгибе изображенной на фиг. 2 эталонной однотавровой упругой
балки связь изгибающего момента с кривизной будет иметь вид:

M = C0 · χ, C0 = a0
22 −

(a0
12)2

a0
11

, (10)

где

a0
11 = 2 · E0 ·

[
b01 · h0

1 + b02 ·
(
h0

2 − h0
1

)]
,

a0
12 = E0 ·

[
b01 · (h0

1)2 + b02 ·
(
(h0

2)2 − (h0
1)2
)]
,

a0
22 = 2·E0

3 ·
[
b01 · (h0

1)3 + b02 ·
(
(h0

2)3 − (h0
1)3
)]
.

А деформация e0 на отсчетной линии z = 0 вследствие отсутствия продольного
усилия (N = 0) будет равна:

e0(x) = −a
0
12

a0
11

· χ(x). (11)

На линии z = h0
2 деформация будет равна:

ε (h2) =

(
h0

2 −
a0

12

a0
11

)
· χ. (12)

Следовательно,
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=

[
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(
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1
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(
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0
1
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2

+

(
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)
·
(
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1
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2
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.

Из этого выражения видно, что если параметры эталонного сечения удовлетворяют
неравенству (чаще всего реализуемому на практике):

b01
b02
≥ 1 +

h0
2

h0
1

, (13)

то наибольшая в сечении упругая деформация достигается при z = h0
2. В этом случае:

χ = χ0 =
ε0

0 · a0
11(

a0
11h

0
2 − a0

12

) ,
и тогда предельный упругий момент для эталонной балки будет равен

M0
0 = C0 a0

11ε
0
0(

a0
11h

0
2 − a0

12

) . (14)

Для гибридной однотавровой балки (фиг. 4) выражение для продольного усилия N
и изгибающего момента M , при упругом деформировании имеет вид:

N = a11e0 + a12χ, M = a12ε0 + a22χ, (15)
где
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(16)
При поперечном изгибе N = 0 будем иметь:

M = Cχ, C = α22 −
a2

11

a12
(17)

e0 = −a12

a11
χ. (18)

Предельное упругое состояние будет достигнуто при выполнении равенств:

χ0 =
a12

a11
ε01, h1χ0 = ε01 − ε02,

h2χ0 = ε01 − ε03, h3χ0 = ε01 − ε05 (19)

h4χ0 = ε01 + ε01 − ε04.

Предельный упругий изгибающий момент для гибридной однотавровой балки будет
равен:

M0 = C
a11

a12
ε01, (20)

и вследствие равенств (19) будем иметь:

h4 =

(
1 +

ε0 4

ε0 1

)
a12

a11
, h3 =

(ε01 − ε05)

(ε01 + ε04)
h4, h2 =

(ε01 − ε03)

(ε01 − ε04)
h4, h1 =

(ε01 − ε02)

(ε01 − ε04)
h4.

(21)
Таким образом, в этом случае задача сводится к отысканию максимума функции:

F2 =
M0

M0
0

=
Ca11ε01

(
a0

12h
0
2 − a0

12

)
a12C0a0

11ε
0
0

(22)

при условии, что параметры проектируемых сечений связаны дополнительными со-
отношениями (2) и (21).

Если в качестве предельно допустимых условий эксплуатации используются требо-
вания достижения предельных деформаций (возможно с некоторым коэффициентом
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запаса) для соответствующих пластических материалов, то при решении рассматри-
ваемых задач оптимизации упругими деформациями можно пренебречь и воспользо-
ваться модельно жесткопластического материала с единой аппроксимацией пласти-
ческой части пластической диаграммы деформирования материалов в виде зависи-
мостей (4) с различными коэффициентам σ0 i, K1 i, K2 i(i=1.2,..) для разных мате-
риалов. При этом, если m-й материал будет идеально пластическим, то для него в
последующих формулах следует принять K1m = K2m = 0. Если m-й материал будет
линейно-упрочняющимся, то следует принять K1m = Km, K2 = 0 и для Km исполь-
зовать выражение из (3).

В таком случае предельный изгибающий момент M∗ для двутавровой эталонной
балки будет равен:

M∗0 = d0
11 + d0

12χ
∗
0 + d0

13 (χ∗0)2 , χ∗0 =
ε∗0
h0

1

, (23)

где

d0
11 = 2

[
b01

(
h02

1 − h02

2

)
+ b02h

02

2

]
σ0

0,

d0
12 = 2

3

[
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(
h03

1 − h03

2

)
+ b02h

03

2

]
K0

1 ,

d0
13 =

[
b01

(
h04

1 − h04

2

)
+ b02h

04

2

]
K0

2

(24)

и для гибридной двутавровой балки

M∗ = d11 + d12χ
∗ + d13 (χ∗)2 , (25)

где

d11 = 2

{
b1

3∑
i=1

σ0 i

(
h2
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i

)
+ bσ0 4h

2
1 + 2σ0 5

(b1−b2)

(hα5
1 −h

α5
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5
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5
(h2

1−h2
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2

]}
,
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3

{[
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i

)]
+ b2K1 4h

3
1+

3K1 5
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(hα5
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5 )
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5
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,

d13 = b1

[
3∑
i=1

K2 i

(
h4
i+1 − h4

i

)]
+ b2K2 4h

4
1 + 4K1 5
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[(
h
α5+4
1 −hα5+4

5

)
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(h4
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5)
4

]
.

(26)
В предельном по деформациям пластическом состоянии предельный изгибающий

момент M∗ = M (χ∗) и параметры χ∗, h1, h2, h3, h4 связаны с χ∗ зависимостями:

χ∗h4 = ε∗3, χ
∗h3 = ε∗2, χ

∗h2 = ε∗1, χ
∗h1 = ε∗4. (27)

Задача оптимизации сводится в этом случае к поиску максимума параметрической
функции F3 = M∗

M∗0
при условии, что параметры проектируемого сечения подчиняются

соотношениям (1) и (27). Аналогичным образом, вычисляя соответствующие значения
предельных моментов для эталонных и проектируемых однотавровых балок можно
получить для них решение оптимизационной задачи. Мы не станем здесь выписывать
соответствующие выражения для предельных моментов из-за их громоздкости.
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PERMISSIBLE DEFORMATION
Institute of Theoretical and Applied Mechanics S. A. Christianovich Siberian Branch of the

Russian Academy of Sciences, Novosibirsk, Russia

Abstract. Formulated and solved the problem of optimal design of hybrid composite T-beam as
required to achieve the maximum allowable elastic and plastic deformations. Considered layered
composite structures. As a criterion for the equivalence of comparable projects and used the demand
for equality of weights. As the maximum permissible operating conditions of elastic structures
are considered stress levels amplitudes at which the limit of elasticity of the respective material
is achieved for the first time. As the maximum allowable plastic deformation using the strain
corresponding to the ultimate strength of the material. To solve the problem, a plastic model of a
rigid-plastic body.

Keywords: hybrid, layered, T-bars, structural weight, load limits, elastic and plastic materials,
elastic limit, the maximum allowable strain, optimal design.
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