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Аннотация. В рамках теории больших деформаций рассматривается деформирование мате-
риала с нелинейными упругими и вязкими свойствами, находящегося в зазоре между двумя
жесткими коаксиальными цилиндрическими поверхностями, при повороте внутренней по-
верхности. Исследуется равноускоренное движение внутреннего цилиндра, последующее его
движение с постоянной скоростью и дальнейшее равнозамедленное движение до остановки.
Рассчитаны напряжения, обратимые и необратимые деформации, перемещения, исследована
релаксация напряжений после полной остановки цилиндра.

Ключевые слова: большие деформации, упругость, ползучесть, остаточные напряжения,
необратимые деформации.
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Для значительного формоизменения некоторых материалов предпочтительным
оказывается способ их холодной формовки в условиях ползучести [1]. Этим вызван
интерес к постановкам задач теории больших деформаций, когда при кинематиче-
ском воздействии на материалы необратимые деформации накапливаются в условиях
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ползучести при низкой температуре. Задача о деформировании материала, располо-
женного между двумя жесткими коаксиальными цилиндрами, при повороте внутрен-
него цилиндра за счет приложенного к нему момента закручивания была рассмот-
рена ранее [2]. Здесь рассмотрен аналогичный случай, но при переменной скорости
поворота жесткой поверхности. Выбор кинематического краевого условия позволяет
исследовать релаксацию напряжений после полной остановки вращающейся жесткой
поверхности.
1. Основные модельные соотношения. Для решения задачи будем использо-

вать математическую модель больших деформаций, в которой обратимая и необра-
тимая составляющие полных деформаций определяются дифференциальными урав-
нениями изменения [3]–[5]. Основное достоинство этой модели — следование требо-
ваниям классической теории упругопластичности, когда пластические деформации
в областях упругого деформирования и при разгрузке изменяются так же, как при
жестком перемещении среды. В прямоугольной системе пространственных декарто-
вых координат Эйлера xi кинематика среды задается соотношениями:

dij =
1

2
(ui,j + uj,i − uk,iuk,j) = eij + pij −

1

2
eikekj − eikpkj − pikekj + eikpkmemj ,

Deij
Dt

= εij − γij −
1

2
[(εik − γik + zik) ekj + eik (εkj − γkj − zkj)] ,

Dpij
Dt

= γij − pikγkj − γikpkj ,
Dnij
Dt

=
dnij
dt
− riknkj + nikrkj ,

εij =
1

2
(υi,j + υj,i) , υi =

dui
dt

=
∂ui
∂t

+ ui,jυj , ui,j =
∂ui
∂xj

,

rij = ωij + zij (eks, εks) , ωij =
1

2
(υi,j − υj,i) ,

zij =A−1 [(εikekj−eikεkj) B2+B (εikeksesj− eikeksεsj)+eikεksestetj−eikeksεstetj ] ,

A = 8− 8E1 + 3E2
1 − E2 −

1

3
E3

1 +
1

3
E3, B = 2− E1,

E1 = ekk, E2 = eijeji, E3 = eijejkeki.

(1)

В зависимостях (1) ui и υi — компоненты перемещений и скоростей точек среды; dij —
компоненты тензора деформаций Альманси; eij и pij — их обратимая и необратимая
составляющие; D/Dt — оператор используемой объективной производной тензоров по
времени, которая записана для произвольного тензора nij ; rij — компоненты тензора
вращений. Источники γij и εeij = εij − γij в уравнениях изменения необратимых и об-
ратимых деформаций — скорости их накопления. Когда γij = 0, компоненты тензора
необратимых деформаций изменяются так же, как при повороте системы координат,
или, что то же, как при движении среды без деформирования

(
Dpij
Dt = 0

)
. При ра-

венстве нулю нелинейной составляющей zij тензора вращений rij производная в (1)
переходит в производную Яумана.

Следуя [3]–[5], полагаем, что используемый термодинамический потенциал (плот-
ность распределения свободной энергии ψ) — изотропная функция только обратимых
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деформаций. Тогда, согласно закону сохранения энергии, напряжения в среде пол-
ностью определяются обратимыми деформациями и связаны с ними формулой, ана-
логичной формуле Мурнагана в нелинейной теории упругости [6]. Запишем данное
соотношение для рассматриваемого здесь случая несжимаемой среды:

σij = −pδij +
∂W

∂eik
(δkj − ekj) . (2)

В (2) σij — компоненты тензора напряжений Эйлера-Коши, p — неизвестная функция
добавочного гидростатического давления. Для упругого потенциала W = ρ0ψ, где ρ0

— плотность, принимаем его разложение в ряд Маклорена относительно свободного
состояния:

W = −2µI1 − µI2 + bI2
1 + (b− µ)I1I2 − χI3

1 + ...,

I1 = ekk −
1

2
eksesk, I2 = eksesk − eksestetk +

1

4
eksestetnenk.

(3)

Здесь µ — модуль сдвига, b, χ — постоянные материала.
Диссипативный механизм деформирования, определяющий накопление необрати-

мых деформаций, связан с реологическими и пластическими свойствами материала.
Далее будем считать, что необратимые деформации накапливаются с начала процесса
деформирования и связаны с ползучестью материала.

Для задания соответствующего диссипативного механизма деформирования введем
термодинамический потенциал V (σij) в форме степенного закона ползучести Норто-
на [7]:

V (σij) = BΣn (σ1, σ2, σ3) , Σ = max |σi − σj | , γij = ενij =
∂V (Σ)

∂σij
. (4)

В (4) σ1, σ2, σ3 — главные значения тензора напряжений, B,n— параметры ползучести
материала, ενij — компоненты тензора скоростей деформаций ползучести.

Так как пластическое течение в материале не возникает, напряженное состояние не
должно достигать поверхности текучести. Используя в качестве такой поверхности
условие текучести Треска, имеем, что в течение всего процесса деформирования

max |σi − σj | < 2k, (5)

где k — предел текучести материала.
2. Постановка и решение задачи. Рассмотрим деформирование несжимаемого

материала, расположенного в зазоре между двумя коаксиальными цилиндрическими
поверхностями с недеформируемыми стенками, при повороте внутренней поверхности
радиуса r = r0 с заданной угловой скоростью ω0, в то время как внешняя поверхность
радиуса r = R остается неподвижной. В дальнейшем используется цилиндрическая
система координат r, ϕ, z. Считаем, что в рассматриваемом случае все точки среды
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движутся по окружностям, тогда, согласно соотношениям (1), кинематика среды за-
дается зависимостями:

ur = r(1− cos θ), uϕ = r sin θ,

drr = −1

2

(
r
∂θ

∂r

)2

, drϕ =
1

2
r
∂θ

∂r
, υϕ = rω = r

∂θ

∂t
,

εrϕ =
1

2
r
∂2θ

∂r∂t
, ωrϕ = −∂θ

∂t
− 1

2
r
∂2θ

∂r∂t
, rrϕ = −∂θ

∂t
+

2εrϕ(1− eϕϕ)

err + eϕϕ − 2
,

(6)

где θ = θ(r, t) — центральный угол закручивания.
На жестких стенках выполняются условия прилипания. Тогда граничные условия

запишем в виде:

~u
∣∣∣
r=R

= ~υ
∣∣∣
r=R

= 0, ω
∣∣∣
r=r0

= ω0, θ
∣∣∣
r=r0

= θ0 =

t∫
0

ω0dt, σrr

∣∣∣
r=R

= a0. (7)

В (7) ω0, a0 — задаваемые функции. Учитывая, что для задач данного класса диаго-
нальные компоненты тензоров деформаций являются малыми более высокого порядка
по сравнению с недиагональными компонентами [8 – 11], далее ограничимся слагаемы-
ми первого порядка по диагональным компонентам и второго – по недиагональным.
Данное ограничение не является принципиальным для решения задачи, но позволяет
значительно упростить вычисления. Из формул (2) и (3) в рассматриваемом случае
найдем напряжения в среде:

σrr = −p− 2µ+ 2(b+ µ)err + 2beϕϕ + µe2
rϕ,

σϕϕ = −p− 2µ+ 2(b+ µ)eϕϕ + 2berr + µe2
rϕ,

σzz = −p− 2µ+ 2b(err + eϕϕ)− 2µe2
rϕ,

σrϕ = 2µerϕ,
σrr − σϕϕ

σrϕ
=
err − eϕϕ

erϕ
.

(8)

Пренебрегая силами инерции, т.е. находясь в рамках квазистатического приближе-
ния, уравнения равновесия запишем в форме

∂σrr
∂r

+
σrr − σϕϕ

r
= 0,

∂σrϕ
∂r

+ 2
σrϕ
r

= 0. (9)

Интегрируя уравнения (9), найдем

σrϕ =
c(t)

r2
, erϕ =

c(t)

2µr2
. (10)

Учитывая замечание перед формулами (8), в потенциале V (σij), принимающем в
цилиндрической системе координат для рассматриваемого случая форму

V (σij) = B
[
(σrr − σϕϕ)2 + 4σrϕσϕr

]n
2
,

ограничимся слагаемыми до порядка n по напряжениям, тогда для скоростей дефор-
маций ползучести, согласно (4) и (8), получим соотношения:

ενrϕ = (−1)n2n−1Bnσn−1
rϕ , ενrr = −ενϕϕ =

ενrϕ
2

err − eϕϕ
erϕ

. (11)
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Из соотношений εrϕ = εerϕ + ενrϕ, (6), (10) и (11), используя условия прилипания (7)
на стенке r = R, получим зависимости для угловой скорости и угла поворота:

ω =
ċ

2µ

(
1

R2
− 1

r2

)
+

(−1)n2n−1Bncn−1

1− n

(
1

r2n−2
− 1

R2n−2

)
,

θ =
c(t)

2µ

(
1

R2
− 1

r2

)
+ (−1)n

Bn2n−1

1− n
c1(t)

(
1

r2n−2
− 1

R2n−2

)
,

c1(t) =

t∫
0

cn−1(t)dt.

(12)

С учетом граничных условий (7) на внутренней поверхности r = r0, из (12) следует
дифференциальное уравнение для неизвестной функции c1(t):

θ0 =
ċ

1
n−1

1 (t)

2µ

(
1

R2
− 1

r2
0

)
+ (−1)n

Bn2n−1

1− n
c1(t)

(
1

r2n−2
0

− 1

R2n−2

)
, c1(0) = 0. (13)

Используя уравнения изменения компонент деформаций из (1), получим систему
уравнений для нахождения компонент тензоров упругих деформаций err, eϕϕ и де-
формаций ползучести prr, pϕϕ и prϕ, которая в рассматриваемом приближении имеет
вид:

∂prϕ
∂t

= ενrϕ,
∂pϕϕ
∂t

= −ενrϕ
pϕϕ − e2

rϕ

erϕ
+

4εrϕprϕ
2 + e2

rϕ

(
1 + pϕϕ −

1

2
e2
rϕ − 2erϕprϕ

)
,

err = pϕϕ −
3

2
e2
rϕ − 2erϕprϕ, prr + pϕϕ = −2p2

rϕ, err + eϕϕ = −e2
rϕ.

(14)

Система (14) интегрируется численно. Компонента напряжений σrr находится из пер-
вого уравнения равновесия (9) с использованием краевого условия из (7). Затем из
зависимостей (8) определяются гидростатическое давление p, компоненты напряже-
ний σϕϕ и σzz.

Полагаем, что скорость движения внутренней цилиндрической поверхности снача-
ла увеличивается (0 ≤ t ≤ t1), затем становится постоянной (t1 ≤ t ≤ t2), потом
уменьшается до нуля (t2 ≤ t ≤ t3) и далее равна нулю (t ≥ t3). Тогда значение ω0

выберем таким:

ω0 =


α2t, 0 ≤ t ≤ t1,
α2t1, t1 ≤ t ≤ t2,
α2t1 − β2(t− t2), t2 ≤ t ≤ t3,
0, t ≥ t3.

Расчеты проводились в безразмерных переменных r̃ = r/R, τ = αt при значениях
постоянных k/µ = 0.003, r0/R = 0.5, n = 3, Bµ2/α = 3.5. На рис. 1 показан угол по-
ворота θ в моменты времени τ1, τ2, τ3 и τ4 � τ3. Изменение необратимых деформаций
в точках внутренней поверхности r = r0 показано на рис. 2. Релаксация компонент
напряжений σrϕ и σϕϕ (наибольшей из диагональных компонент) после остановки
внутренней поверхности приведена на рис. 3.
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Рис. 1. Угол поворота θ

Рис. 2. Изменение необратимых деформаций при r = r0

Рис. 3. Релаксация компонент напряжений σrϕ и σϕϕ

Заключение. Таким образом, решена задача о деформировании материала с нели-
нейными упругими и вязкими свойствами, находящегося в зазоре между двумя жест-
кими коаксиальными цилиндрическими поверхностями, при повороте внутренней по-
верхности с задаваемой скоростью вращения. Произведен расчет напряжений и де-
формаций в среде, рассмотрена релаксация напряжений в теле после полной останов-
ки цилиндра.
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CREEP AND STRESS RELAXATION IN THE CYLINDRICAL LAYER
OF AMATERIALAT ITS ROTATIONAL MOTION
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Abstract. This paper considers a deformation process of the material with nonlinear elastic
and viscous properties. The material is placed between two rigid coaxial cylindrical surfaces and
deformed at the rotation of the internal one. The rotation is considered to be uniformly accelerated,
uniform and then uniformly retarded until rotation stopping. Stresses, reversible and irreversible
strains, displacements were calculated. Stress relaxation after internal cylinder rotation stopping
was investigated.

Keywords: large strains, elasticity, creep, residual stresses, irreversible deformations.
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