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Аннотация. Приводится решение одномерной задачи теории температурных напряжений о
локальном прямолинейном нагреве пластины со свободными краями, изготовленной из упру-
гопластического материала. Полагается, что поперечный размер пластины конечен, а про-
дольный размер бесконечен. Зависимость предела текучести материала от температуры пред-
полагается квадратичной, упругих модулей – линейной. Изучается эволюция температурных
напряжений при быстром возрастании температуры на продольной прямой и последующем
остывании материала вплоть до комнатной температуры. Оценивается уровень распределе-
ния по пластине остаточных напряжений.
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Введение. Задача теории температурных напряжений о локальном линейном на-
греве пластины является модельной задачей для процесса сварки и поэтому рассмат-
ривалась неоднократно [1]–[5] в самых различных постановках. Но уже в одной из
первых постановок академика Н.Н. Рыкалина [1] материал свариваемых пластин по-
лагался упругопластичекским, то есть отказаться в вычислениях от необратимого
деформирования в окресности сварного шва оказалось принципиально невозможно.
Расчеты, учитывающие влияние пластических свойств металлов при сварке, получа-
ются наиболее приближенными к натурным испытаниям процесса сварки. Хотя спе-
циалистами по материаловедению скрупулезно были изучены процессы структурных
и твердотельных фазовых превращений в зоне термического влияния, но по-прежнему
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рассчитать уровень распределения напряжений в зоне термического воздействия яв-
ляется актуальной задачей.
Постановка задачи. Основные уравнения. Пусть пластина шириной 2s неогра-

ничена по длине. Свяжем ее геометрией систему прямоугольных декартовых коорди-
нат xi (i = 1, 2, 3) так, чтобы оси абцисс и ординат располагались в плоскости пласти-
ны, а ось опликат x3 была бы ей ортогональна. Полагаем при этом, что ось ординат
совпадает с краем пластины. До момента времени t = 0 пластины находятся при ком-
натной температуре T0. Принимаем такое положение в качестве начального условия
для температуры T

T |t=0 = T0. (1)

Считаем, что с момента времени t = 0 по центральной линии пластины x = s
действует поток тепла

ψT,1|x1=s = q, (2)

где ψ -коэффициент теплопроводности, q− const, индексом после запятой обозначена
производная по этой пространственной координате. Принимаем, что условие (2) спра-
ведливо до некоторого последующего момента времени t∗, после которого источник
тепла отводится от пластины и при этом T (s, t∗) = τTp, где τ − const и 0 < τ ≤ 1, Tp –
температура плавления материала пластины. Далее при t > t∗ за счет теплоотвода от
поверхности пластины

ψT,3 = χ (T0 − T ) , (3)

где χ – коэффициент теплоотдачи от пластины в окружающую среду, происходит
ее остывание. Как при нагреве, так и при остывании распределение температуры по
пластине в каждый момент времени удовлетворяет уравнению теплопроводности

T,t = aT,11, (4)

где a – коэффициент температуры проводности, теплотвороное влияние деформиро-
вания не учитывается, то есть механическую задачу далее считаем несвязной. Тео-
рию, построенную на таком допущении, называют теорией температурных напряже-
ний [10], [11]. Теперь следует по рассчитанному согласно (1)–(4) полю температур в
каждый момент времени вычислить механические параметры деформирования: де-
формации и напряжения.

Считаем, что деформации dij в пластине возможно полагать малыми и состоящими
из обратимой (упругой) eeij и необратимой (пластической) epij состовляющих

dij = eeij + epij = 0.5(ui,j + uj,i). (5)

Здесь ui – комонент вектора перемещений в используемой прямоугольной декартовой
системе координат. Обратимые деформации eeij , напряжения σij и текущую темпера-
туру T связывают зависимости закона Дюамеля –Неймана

σij = (λeekk −Kθ) δij + 2µeeij , (6)

θ = 3α (T − T0) ,

где α – коэффициент линейного расширения, модуль всестороннего сжатия К и пара-
метры Ламе λ и µ представляются следующими зависимостями через модуль Юнга
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E и коэффициент Пуассона ν:

λ =
νE

(1 + ν) (1− 2ν)
, µ =

E

2 (1 + ν)
. (7)

В условиях значительного изменения температуры упругие модули E и ν нельзя по-
лагать постоянными. Такая зависимость до настоящего времени изучена недостаточ-
но [6]–[9], поэтому не существует общепризнанного закона. Примем ее в простейшей
линейной форме.

E (t) = E0τ (t) ,
ν (t) = 0.5− (0.5− ν0) τ (t) ,

τ (T ) = τ (t) = (Tp − T (t)) (Tp − T0)−1 .
(8)

Здесь постоянные E0 и ν0 – модуль Юнга и коэффициент Пуасона при комнатной
температруре, Tp – температура плавления металла. Необратимые деформации накап-
ливаются в пластине в условиях соответствия напряжений поверхности нагружения
f (σij) = 0 в пространстве напряжений. Принимаем таким способом независимость по-
верхности нагружения от кинематики и истории деформирования. В качестве условия
пластичности принимаем условие максимального приведенного касательного напря-
жения (критерий Ишлинского – Ивлева), тогда поверхность нагружения принимает
форму призмы Ивлева в пространстве главных напряжений σi [11]

max |σi − σ| =
4

3
k, σ =

1

3
σkk. (9)

Для предела текучести k (T ) полагаем следующую зависимость:

k (T ) = k0τ
2 (T ) . (10)

Принимая условия принципа максимума Мизеса, имеем соотношения ассоцииро-
ванного закона пластического течения

depij = dψ
∂f (σij)

∂σij
, dψ > 0. (11)

Теперь для замыкании системы уравнений достаточно записать уравнение равно-
весия

σij,j = 0. (12)
В нашем простейшем случае температурная задача (1)–(4) имеет аналитическое

решение [10]. В дальнейшем будем считать распределение температуры известным и
укажем зависимости, по которым можно будет рассчитать в каждый момент времени
по вычисленной таким способом температуре деформации и напряжения.
Обратимое деформирование и термоупругие напряжения. Первоначально

с ростом температуры на линии x = s и ее распространения по пластине за счет
процесса теплопроводности материал пластины деформируется упруго. Соотношения
(6) в рассматриваемом случае сведутся к зависимостям (x1 = x; x2 = y; x3 = z)

σx = (λ+ 2µ)eex + λeez − 3Kθ,
σy = λ(eez + eex)− 3Kθ,

σz = (λ+ 2µ)eez + λeex − 3Kθ = 0.
(13)

Исключая в (13), компоненту eez деформаций будем иметь

σx = (λ+ 2µ)−1(4µ(λ+ µ)eex − 6Kµθ),
σy = (λ+ 2µ)−1(2µλeex − 6Kµθ).

(14)
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Уравнение равновесия (12) в данном случае имеет вид: σx,x = 0, что заставляет σx
считать не зависящим от x и меняющимся только со временем. Но если учесть, что
при x = 0 данная компонента напряжений равна нулю, то получаем, что всегда σx = 0
во всей пластине. Следовательно, решение задачи имеем в форме

еex = 0.5K(λ+ µ)−1θ,
σy = −2Kµ2θ(λ+ µ)−1(λ+ 2µ)−1.

(15)

В условиях роста температуры решение (15) оказывается справедливым только до
некоторого момента времени t > 0. Начиная с этого момента времени, в материале
пластины возникает и развивается область пластического течения.
Пластическое течение и разгрузка. Итак, в момент времени t = t1 на линии

x = s пластины напряженное состояние в ней выходит на поверхность нагружения (на
грань призмы Ивлева). В рассматриваемом случае плоского напряженного состояния
уравнение данной грани (линии в плоскости (σx, σy)) имеет вид σy = −2k. При t > t1
от линии x = s перемещается к оси ординат (x = 0) упругопластическая граница
x = n1(t) (рис.1). Прямая x = s является осью симметрии задачи, поэтому в области
x > s движется аналогичная упругопластическая граница. В области необратимого
деформирования для компонент тензора напряжений согласно (6) следует

σx = (λ+ 2µ)(dx − epx) + λ (dz − epz − epy)− 3Kθ,
σy = (λ+ 2µ) (−epy) + λ (dz − epz + dx − epx)− 3Kθ,
σz = (λ+ 2µ) (dz − epz) + λ (dx − epx − epy)− 3Kθ = 0.

(16)

Если учесть следствие уравнения рановесия и то обстоятельство, что линии x = 0
и x = 2s являются свободными гранями плоскости, а также, что dy = eey + epy, то для
расчетов напряженно–деформированных состояний в области пластического течения
получим зависимости

σx = 0, σy = −2k,

epx = epz = −(λ+ µ) (3µK)−1 k + 1.5Kθ, epy = −2epx.
(17)

В момент времени t = t2, связанный с отводом источника тепла от пластины t > t∗,
на линии симметрии скорость роста необратимых деформаций падает, здесь зарожда-
ется упругопластическая границаm1 (t), которая отделит пластическую область от об-
ласти упругого деформирования m1 (t) ≤ x ≤ s. Напряжения в области m1 (t) ≤ x ≤ s
будут определяться соотношениями

σx = 0, σy = 6µK (g)−1 ех − 3Kµθg−1. (18)

Повторное пластическое течение и остаточные напряжения. Из-за высо-
кого уровня необратимых деформаций в момент времени t = t3, когда произойдет
полная разгрузка, возникает повторное пластическое течение. На линии симметрии
выполняется условия Ишлинского – Ивлева вида σy = 2k, здесь образуется упруго-
пластическая граница n2 (t). Закон Дюамеля – Неймана в условиях существования
необратимых деформаций (px, py, pz) и развивающихся пластических деформаций
(epx, epy, epz) примет вид

σx = w (dx − epx − px) + λ
(
dz − epz − epy − pz − py

)
− 3Kθ,

σy = w
(
−epy − py

)
+ λ (dz − epz − pz + dx − epx − px)− 3Kθ,

σz = w (dz − epz − pz) + λ
(
dx − epx − epy − pz − py

)
− 3Kθ = 0.

(19)
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Рис. 1. Схематичное представление возникновения и исчезновения различных областей пла-
стического деформирования: а) термоупругое деформирование, b) развитие первой области
пластического течения и т. д.

Используя ассоциированный закон пластического течения (11) и выполняемый
условия пластического течения σy = 2k, учитывая, что σx = 0 и ux|x=S = 0 выражаем
пластическую деформацию

epx = (λ+ µ) (3µK)−1 k + 0.5θ − px, epy = −2epx, epz = epx. (20)

Напряжения в области пластического n2 (t) ≤ x ≤ s течения σx = 0, σy = 2k.
В момент времени t = t3 температура во всей пластине становится равной комнат-
ной T = T0. Хотя все процессы активного температурного деформирования замерли
и предел текучести принимает свое наибольшее значение, разгрузки не произойдет.
Материал пластины, как и прежде, будет разделен на две области: область пластиче-
ского течения σy = 2k и область упругого деформирования. Остаточные напряжения
приведены на рис. 2. Помимо напряжений особый интерес представляют остаточная
полная деформация dx и перемещение ux. В области упругого деформирования де-
формация dx будут находиться из соотношения

dx = −λpxg−1, (21)

а в области нейтрального нагружения n2 ≤ x ≤ s – из соотношения

dx = k0 (3K)−1 . (22)

Для определения перемещений в платине следует проинтегрировать значения (21)
и (22) с учетом граничного условия, которое задает равенства нулю перемещения на
линии симметрии ux|x=s = 0. Тогда перемещения в области нейтрального нагружения
будут находиться из соотношения

ux = хk0 (3K)−1 − sk0 (3K)−1 .



ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ... 29

Рис. 2. Распределение остаточных напряжений в материале пластины со свободными краями

В области упругого деформирования, интегрируя выражения (21) с учетом равен-
ства перемещений на границе n2 находим

ux = −λg−1
∫ x

0 px (ρ) dρ+ (n2 − s) k0 (3K)−1 + λg−1
∫ n2

0 px (ρ) dρ.

В результате высокого градиента температуры, возникающего вблизи термического
воздействия, появляется пластическое течение, которое приводит к росту необрати-
мых деформаций. Величина необратимых деформаций зависит от величины темпера-
туры. Когда температура в области термического воздействия достигает достаточно
больших значений, в дальнейшем при ее понижении возможно повторное платическое
течение в области, где ранее развились необратимые деформации. Хотя повторное
пластическое течение протекает с обратным знаком, но достаточно медленно, посколь-
ку процесс охлаждения медленнее процесса нагревания, необратимые деформации не
могут исчезнуть полностью и приводят к возникновению нейтрального нагружения.
Остаточное напряжение и перемещение изображено на рисунках 2 и 3, из которых
видно, что наибольшие перемещения расположены в области упругопластической гра-
ницы, на которой происходит падение напряжения.

Рис. 3. Распределение перемещений материала пластины со свободными краями
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Abstract. The solution of the one-dimensional problem of the theory of thermal stress on local
rectilinear heating of the plate with free edges made of elastic-plastic material is given. It is believed
that the transverse dimension of the plate is finite, and the longitudinal dimension is infinite. The
dependence of the yield strength of the material on the temperature of the quadratic, elastic
modules – linear. The evolution of the temperature stresses during rapid to high temperature on
the direct material and subsequent cooling down to room temperature. We estimate the level of
distribution of the plate residual stresses.

Keywords: elasticity, plasticity, thermal stresses, plane stress state, elastoplastic border.
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