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Аннотация. В работе рассматривается задача упругопластического кручения стержня
некругового поперечного сечения. Материал стержня предполагается анизотропным и обла-
дает свойствами анизотропии, частными случаями которой являются анизотропия согласно
Хиллу и трансляционная анизотропия. С использованием метода малого параметра опре-
делены напряженно-деформированное состояние стержня и упругопластическая граница в
первом приближении.
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Определению напряженно-деформированного состояния в цилиндрических трубах
при температуре и сжимаемости посвящены работы [5], [7], [8]. В работе [1] в рам-
ках метода возмущений определено напряженное состояние в цилиндрической трубе,
подверженной действию внешнего и внутреннего давлений, с границами поперечно-
го сечения близкими к круговым. При этом рассмотрен вопрос о существовании и
единственности решения задачи на основе теоремы о неявных функциях. В работах
[3], [11] представлены соотношения трансляционной идеальнопластической анизотро-
пии и анизотропии по Хиллу при кручении. Работы [6], [9] посвящены исследованию
напряженно-деформированного состояния пластически анизотропной толстостенной
трубы при упругопластическом кручении в случае трансляционной анизотропии, а
в работе [10] рассмотрена анизотропия согласно Хиллу. Случай анизотропии общего
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вида, включающей в себя, как частные случаи, анизотропию по Хиллу и трансля-
ционную анизотропию, рассмотрен в работе [13] при упругопластическом состоянии
толстостенной трубы, находящейся под действием внутреннего давления. В данной
работе с использованием метода малого параметра [2], [12] исследована задача упру-
гопластического кручения цилиндрического стержня некругового поперечного сече-
ния в случае анизотропии общего вида. Определены в первом приближении поле на-
пряжений и перемещений в пластической и упругой областях и упругопластическая
граница.

Рассмотрим цилиндрический стержень, находящийся под действием кручения [4].
Боковые поверхности стержня свободны от нагрузки. Поперечное сечение стержня
ограничено контурами внешним L1 и внутренним L2 (рис. 1).

Рис. 1. Упругопластическое кручение стержня кругового попереченого сечения.

Условие пластичности анизотропии общего вида в случае кручения может быть
записано в виде

A(τxz − k1)2 +B(τyz − k2)2 = k2
0, (1)

где A,B, k1, k2 — параметры анизотропии, k0 — предел текучести материала.
Для определения напряженно-деформированного состояния стержня будем исполь-

зовать определяющие соотношения, записанные в цилиндрической системе координат
в безразмерном виде (ρ, θ, z — цилиндрическая система координат, ось z направлена
по оси стержня). Величины, имеющие размерность напряжения, отнесены к пределу
текучести k0, величины, имеющие размерность длины, отнесены к радиусу упруго-
пластической границы в нулевом приближении ρ0.

Используя известную связь между компонентами напряжений в декартовой и ци-
линдрической системах координат [6]

τxz = τρz cos θ − τθz sin θ,

τyz = τρz sin θ + τθz cos θ,
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и осуществляя переход к безразмерным координатам, соотношения (1) получим в виде

A(τpρz cos θ − τpθz sin θ − k1)2 +B(τpρz sin θ + τpθz cos θ − k2)2 = 1. (2)
Уравнение равновесия для задачи кручения имеет вид

∂τρz
∂ρ

+
1

ρ

∂τθz
∂θ

+
τρz
ρ

= 0. (3)

В упругой области имеют место соотношения Коши

εeρz =
ω

2

∂we

∂ρ
, εeθz =

ω

2

(1

ρ

∂we

∂θ
+ ρ
)
, (4)

связывающие компоненты тензора деформаций с функцией we, характеризующей де-
планацию поперечного сечения. Через ω обозначена крутка или угол кручения на
единицу длины.

Соотношения закона Гука в упругой области имеют вид

τ eρz = 2Gεeρz, τ eθz = 2Gεeθz, (5)

где G — модуль сдвига.
Полная деформация в пластической области складывается из упругой и пластиче-

ской составляющих

ερz = εeρz + εpρz, εθz = εeθz + εpθz. (6)

Согласно ассоциированному закону пластического течения для приращения пла-
стических деформаций, учитывая (2), будем иметь

dεpρz = dλ
(

(A cos2 θ +B sin2 θ)τpρz + (B −A)τpθz cos θ sin θ −Ak1 cos θ −Bk2 sin θ
)
, (7)

dεpθz = dλ
(

(B cos2 θ +A sin2 θ)τpθz + (B −A)τpρz sin θ cos θ +Ak1 sin θ −Bk2 cos θ
)
, (8)

где dλ —неизвестный скалярный множитель.
Упругие деформации связаны с напряжениями в пластической области законом

Гука

εeρz =
τpρz
2G

, εeθz =
τpθz
2G

. (9)

Полные деформации связаны с перемещениями в пластической области соотноше-
ниями Коши

ερz =
1

2

∂wp

∂ρ
, εθz =

1

2

(1

ρ

∂wp

∂θ
+ ωρ

)
. (10)

В соотношениях (2)–(10) и далее символ “e” вверху обозначает принадлежность
величин к упругой области, а символ “p” — к пластической.

Граничные условия в напряжениях на внешнем L1 и внутреннем L2 контурах по-
перечного сечения имеют вид
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{τpρznρ1 + τpθznθ1}
∣∣∣
L1

= 0, (11)

{τ eρznρ2 + τ eθznθ2}
∣∣∣
L2

= 0, (12)

где nρi, nθi (i = 1, 2) являются компонентами единичной нормали к контуру Li.
Уравнение внешнего контура поперечного сечения стержня L1 примем в виде

Φ1(ρ, θ) = 0, (13)
внутреннего L2

Φ2(ρ, θ) = 0. (14)
Компоненты единичной нормали к контуру Li (i = 1, 2) поперечного сечения стержня
определяются по формулам

nρi =
∂Φi

∂ρ

[(∂Φi

∂ρ

)2
+
(1

ρ

∂Φi

∂θ

)2]− 1
2
,

nθi =
1

ρ

∂Φi

∂θ

[(∂Φi

∂ρ

)2
+
(1

ρ

∂Φi

∂θ

)2]− 1
2
.

(15)

На упругопластической границе Ls (рис. 1), которая заранее неизвестна и опреде-
ляется в процессе решения, выполняются условия непрерывности компонент напря-
жений и функции перемещения

[τρz]
∣∣∣
Ls

= [τθz]
∣∣∣
Ls

= [w]
∣∣∣
Ls

= 0. (16)

В упругой области из уравнения равновесия (3), учитывая (5) и (4), получим урав-
нение

∆we = 0, (17)

где ∆ = ∂2

∂ρ2
+ 1

ρ2
∂2

∂θ2
+ 1

ρ
∂
∂ρ — оператор Лапласа.

Следуя методу возмущений [2], параметры анизотропии представим в виде [13]

A = 1 + δa1 + δ2a2 + . . . , B = 1 + δb1 + δ2b2 + . . . ,

k1 = δk
(1)
1 + δ2k

(2)
1 + · · · , k2 = δk

(1)
2 + δ2k

(2)
2 + · · · ,

(18)

где δ — безразмерный малый параметр, δ � 1.
Уравнение контуров поперечного сечения (13), (14) представим в виде

Φ1(ρ, θ) = ρ− (R0 + δ2R1 + δ2
2R2 + . . . ), (19)

Φ2(ρ, θ) = ρ− (r0 + δ1r1 + δ2
1r2 + . . . ), (20)

где δ1, δ2 — безразмерные малые параметры, r0, R0 — константы, ri = ri(θ), Ri =
Ri(θ)—функции координаты θ.

Примем δ1 = d1δ, δ2 = d2δ, где −1 6 di 6 1.(i = 1, 2).
Решение будем искать в виде разложения по степеням малого параметра δ
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τij = τ
(0)
ij + δτ

(1)
ij + δ2τ

(2)
ij + . . . , (21)

εij = ε
(0)
ij + δε

(1)
ij + δ2ε

(2)
ij + . . . , (22)

w = w(0) + δw(1) + δ2w(2) + . . . , (23)
ρs = ρ0 + δρ1 + δ2ρ2 + . . . , (24)

где соотношение (24) – представление упругопластической границы.
Согласно методу малого параметра [2], [12] подставляя разложение (18)–(24) в (2)–

(17) и приравнивая члены при одинаковых степенях параметра δ, получим системы
уравнений для каждого приближения.

В нулевом приближении имеет место известная задача упругопластического круче-
ния изотропного стержня с поперечным сечением в виде кругового кольца радиусов
r0 = α и R0 = β (α < β).

Решение этой задачи имеет вид [4]

τ
p(0)
θz = 1, τp(0)

ρz = 0, wp(0) = 0,

τ
e(0)
θz = Gωρ, τ e(0)

ρz = 0, we(0) = 0, ρ0 = 1.
(25)

Рассмотрим первое приближение.
Уравнение внешней границы (19) примем в виде, следуя [12]

ρ = β(1 + δd1 cosmθ). (26)
Уравнение внутреннего контура (20) согласно [12] представим в форме

ρ = α(1 + δd2 cosmθ). (27)
Условие пластичности (2) в первом приближении с учетом известного решения в

нулевом приближении (25) дает соотношение для компоненты τ
p(1)
θz в виде

τ
p(1)
θz = −k(1)

1 sin θ + k
(1)
2 cos θ − 1

2

(
a1sin

2θ + b1cos
2θ
)
. (28)

Подставляя (15), (19) и (21) в граничное условие на внешнем контуре (11), получим

τp(1)
ρz

∣∣∣
ρ=R0

=
Ṙ1

R0
τ
p(0)
θz

∣∣∣
ρ=R0

−R1
∂τ

p(0)
ρz

∂ρ

∣∣∣
ρ=R0

. (29)

Для определения компоненты напряжений τp(1)
ρz из уравнения равновесия (3) и гра-

ничного условия (29), учитывая (25) и (26), получим систему ∂
∂ρ

(
ρτ

p(1)
ρz

)
= −∂τ

p(1)
θz
∂θ ,

τ
p(1)
ρz

∣∣∣
ρ=β

= −d1m sinmθ.

Решая эту систему с учетом (28), найдем

τp(1)
ρz =

(
k

(1)
1 cos θ + k

(1)
2 sin θ +

1

2
(a1 − b1) sin 2θ

)(
1− β

ρ

)
− d1βm

ρ
sinmθ. (30)
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В упругой области из соотношений (4) и (15) получим компоненты напряжений в
виде

τ e(1)
ρz = Gω

∂we(1)

∂ρ
, τ

e(1)
θz = Gω

1

ρ

∂we(1)

∂θ
. (31)

Граничное условие на внутреннем контуре (12) с учетом (15), (20) и (21) примет
форму

τ e(1)
ρz

∣∣∣
ρ=r0

=
1

Gω

( ṙ1

r0
τ
e(0)
θz

∣∣∣
ρ=r0
−r1

∂τ
e(0)
ρz

∂ρ

∣∣∣
ρ=r0

)
. (32)

Условия непрерывности для компонент напряжений на упругопластической грани-
це (16) при подстановке (21) и (24) в первом приближении дают соотношения

(∂τp(0)
ρz

∂ρ
ρ1 + τp(1)

ρz

)∣∣∣
ρ=ρ0

=
(∂τ e(0)

ρz

∂ρ
ρ1 + τ e(1)

ρz

)∣∣∣
ρ=ρ0

, (33)

(∂τp(0)
θz

∂ρ
ρ1 + τ

p(1)
θz

)∣∣∣
ρ=ρ0

=
(∂τ e(0)

θz

∂ρ
ρ1 + τ

e(1)
θz

)∣∣∣
ρ=ρ0

. (34)

Объединяя (17), а также (32) и (33) с учетом (31),(27) и (25), получим задачу Ней-
мана для определения функции перемещений в упругой области

∆we(1) = 0, α < ρ < 1, 0 6 θ < 2π,
∂we(1)

∂ρ

∣∣∣
ρ=1

= 1
Gω τ

p(1)
ρz

∣∣∣
ρ=1

,

∂wp(1)

∂ρ

∣∣∣
ρ=α

= −d2m sinmθ.

(35)

Подставляя найденное ранее выражение для τp(1)
ρz (30) и решая систему (34), полу-

чим

we(1) = − (β − 1)

Gω(1− α2)

(
ρ+

α2

ρ

)(
k

(1)
1 cos θ + k

(1)
2 sin θ

)
−

−(a1 − b1)(β − 1)

4Gω(1− α4)

(
ρ2 +

α4

ρ2

)
sin 2θ+

+
(−d1β +Gωd2α

m+2

Gω(1− α2m)

(
ρm +

α2m

ρm

)
+
d2α

m+2

ρm

)
sinmθ.

(36)

Напряженное состояние в упругой области определяется подстановкой (36) в (31).

τ e(1)
ρz = − β − 1

1− α2

[(
1− α2

ρ2

)(
k

(1)
1 cos θ + k

(1)
2 sin θ

)
+

(a1 − b1)

2(1 + α2)

(
ρ− α4

ρ3

)
sin 2θ

]
+

+m

(
−d1β +Gωd2α

m+2

1− α2m

(
ρm−1 − α2m

ρm+1

)
− Gωd2α

m+2

ρm+1

)
sinmθ,

(37)
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τ
e(1)
θz = − β − 1

1− α2

[(
1 +

1

ρ2

)(
−k(1)

1 sin θ + k
(1)
2 cos θ

)
+

a1 − b1
2(1 + α2)

(
ρ+

α4

ρ3

)
cos 2θ

]
+

+m

(
−d1β +Gωd2α

m+2

1− α2m

(
ρm−1 +

α2m

ρm+1

)
− Gωd2α

m+2

ρm+1

)
cosmθ.

(38)

Из условия (34), учитывая (25), получим соотношение для определения радиуса
упругопластической границы

ρ1 = (τ
p(1)
θz − τ e(1)

θz )
∣∣∣
ρ=1

. (39)

Подставляя в (39) полученные выше выражения для компоненты напряжений τ (1)
θz

(28) и (38), найдем

ρ1 =
((β − 1)(1 + α2)

1− α2
+ 1
)(
−k(1)

1 sin θ + k
(1)
2 cos θ

)
+

+
a1 − b1

4

(2(β − 1)(1 + α4)

1− α4
+ 1
)

cos 2θ − a1 + b1
4
−

−m
(−d1β +Gωd2α

m+2

1− α2m
−Gωd2α

m+2
)

cosmθ.

(40)

Определим в первом приближении функцию перемещений в пластической области
wp(1).

Из соотношений ассоциированного закона пластического течения (7), (8) получим

dεpρz

(
(A sin2 θ +B cos2 θ)τpθz + (B −A)τpρz cos θ sin θ +Ak1 sin θ −Bk2 cos θ

)
=

dεpθz

(
(A cos2 θ +B sin2 θ)τpρz + (B −A)τpθz cos θ sin θ −Ak1 cos θ −Bk2 sin θ

)
.

(41)

Подставляя в (41) разложения (18), (21), (22), в первом приближении будем иметь

dεp(0)
ρz

(
τ
p(0)
θz (a1 sin2 θ + b1 cos2 θ) + τ

p(1)
θz + (b1 − a1)τp(0)

ρz cos θ sin θ + k
(1)
1 sin θ − k(1)

2 cos θ
)

+dεp(1)
ρz τ

p(0)
θz =

= dε
p(0)
θz

(
τp(0)
ρz (a1 cos2 θ + b1 sin2 θ) + τp(1)

ρz + (b1 − a1)τ
p(0)
θz cos θ sin θ − k(1)

1 cos θ − k(1)
2 sin θ

)
+dε

p(1)
θz τp(0)

ρz .
(42)

Учет нулевого приближения (25) в (42) позволяет получить ассоциированный закон
в виде

dεp(1)
ρz = dε

p(0)
θz

(
τp(1)
ρz +

b1 − a1

2
sin 2θ − k(1)

1 cos θ − k(1)
2 sin θ

)
, (43)

где, следуя [9],
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ε
p(0)
θz = λ0 =

Gωρ− 1

2G
, (44)

λ(0) — скалярный множитель в нулевом приближении.
Подставляя (30) в (43), получим

dεp(1)
ρz = −β

ρ

(
k

(1)
1 cos θ + k

(1)
2 sin θ +

a1 − b1
2

sin 2θ + d1m sinmθ
)
dλ(0). (45)

В процессе нагружения частица тела переходит в пластическое состояние в момент
прохождения через нее упругопластической границы, что соответствует ρ = 1. Сле-
довательно, в процессе пластического деформирования безразмерный радиус в точке
будет изменяться от 1 до некоторого значения ρ, соответствующего текущему значе-
нию приложенных внешних усилий [12].

Соотношение (44) позволяет в (45) перейти от интегрирования по λ(0) к интегриро-
ванию по радиусу упругопластической границы, в результате чего получим

εp(1)
ρz =

ωβ

2

(
k

(1)
1 cos θ + k

(1)
2 sin θ +

a1 − b1
2

sin 2θ + d1m sinmθ
)

ln
1

ρ
. (46)

Определить перемещения в пластической зоне позволяет уравнение, полученное из
первых соотношений в (6),(9),(10), а также выражений (30) и (45),

∂wp(1)

∂ρ
=
β

G

[(
k

(1)
1 cos θ + k

(1)
2 sin θ +

a1 − b1
2

sin 2θ
)(
Gω ln

1

ρ
− 1

ρ
+

1

β

)
+

+d1m sinmθ
(
Gω ln

1

ρ
− 1

ρ

)]
.

(47)

Решая уравнение (47), найдем wp(1) с точностью до функции координаты θ.

wp(1) =
β

G

[(
k

(1)
1 cos θ + k

(1)
2 sin θ +

a1 − b1
2

sin 2θ
)(
Gωρ(ln

1

ρ
+ 1)− ln ρ+

ρ

β

)
+

+d1m sinmθ
(
Gωρ(ln

1

ρ
+ 1)− ln ρ+

ρ

β

)]
+ ϕ(θ).

(48)

Функция ϕ(θ) определяется из условия непрерывности перемещений на упругопла-
стической границе (16). В первом приближении это условие с учетом (23), (24) и (25)
будет иметь вид

wp(1)
∣∣∣
ρ=1

= we(1)
∣∣∣
ρ=1

. (49)

Подставляя (48) и (36) в (49), а затем найденное выражение для функции ϕ(θ) в
(48), получим поле перемещений в пластической области в первом приближении
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wp(1) =
1

G

[
(k

(1)
1 cos θ + k

(1)
2 sin θ)

{
Gωβρ

(
ln
(1

ρ

)
+ 1
)
− β ln ρ+ ρ+

+
(β − 1)(1 + α2)

1− α2
−Gωβ − 1

}
+

+
a1 − b1

2
sin 2θ

{
Gωβρ

(
ln

1

ρ
+ 1
)
− β ln ρ+ ρ+

(β − 1)(1 + α4)

2(1− α4)
−Gωβ − 1

}
+

+ sinmθ
{
d1m

(
Gωβρ

(
ln

1

ρ
+ 1
)
− β ln ρ−Gωβ

)
−

−d1β + 2Gωd2α
m+2

1− α2m

}]
.

(50)

Используя вторые соотношения в (6), (9) и (10), а также и (28), (50), найдем ком-
поненты деформации ε(1)

θz и εp(1)
θz :

ε
(1)
θz =

1

2G

[
(−k(1)

1 sin θ + k
(1)
2 cos θ)

{
Gωβ

(
ln

1

ρ
+ 1
)
− β 1

ρ
ln ρ+

+
1

ρ

((β − 1)(1 + α2)

1− α2
−Gωβ − 1

)
+ 1
}

+

+(a1 − b1) cos 2θ
{
Gωβ

(
ln

1

ρ
+ 1
)
− β 1

ρ
+

+
1

ρ

((β − 1)(1 + α4)

2(1− α4)
−Gωβ − 1

)
+ 1
}

+

m cosmθ
{
d1m

(
Gωβ

(
ln

1

ρ
+ 1
)
− β 1

ρ
ln ρ− Gωβ

ρ

)
−

−1

ρ

−d1β + 2Gωd2α
m+2

1− α2m

}]
,

ε
p(1)
θz =

1

2G

[
(−k(1)

1 sin θ + k
(1)
2 cos θ)

{
Gωβ

(
ln

1

ρ
+ 1
)
− β 1

ρ
ln ρ+

+
1

ρ

((β − 1)(1 + α2)

1− α2
−Gωβ − 1

)}
+

+(a1 − b1) cos 2θ
{
Gωβ

(
ln

1

ρ
+ 1
)
− β 1

ρ
ln ρ+

+
1

ρ

((β − 1)(1 + α4)

2(1− α4)
−Gωβ − 1

)
+

3

4

}
+

m cosmθ
{
d1m

(
Gωβ

(
ln

1

ρ
+ 1
)
− β 1

ρ
ln ρ− Gωβ

ρ

)
−

−1

ρ

−d1β + 2Gωd2α
m+2

1− α2m

}
+
a1 + b1

4

]
.
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На рис. 2 изображена упругопластическая граница в нулевом приближении ρ0 и
в первом приближении ρs = ρ0 + δρ1 при δ = 0.04, k1 = 0.5, k2 = 0.6, b1 = 0.4,
a1 = 0.3, α = 0.5, β = 2, m = 3, Gω = 1, G = 323.67.

На рис. 3, при тех же значениях параметров, представлено поле перемещений в
упругой и пластической областях.

Рис. 2. Упругопластическая граница в нулевом и первом приближении.

Рис. 3. Поле перемещений в упругой и пластической областях при первом приближении.
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A. V. Kovalev, I. E. Sviridov, Ju. D. Scheglova

ELASTOPLASTIC TORSION OF THICK-WALLED NON-CIRCULAR
CROSS-SECTION SHAFT IN CASE OF GENERAL FORM ANISOTROPY

Voronezh State University, Voronezh, Russia

Abstract. The present work is devoted to the problem of elastoplastic torsion of the thick-walled
non-circular cross-section shaft. It is considered as an anisotropic material that in particular cases
is in the kinematic properties of the anisotropy and anisotropy according to Hill. With using
perturbation method, stress-strain state and elastoplastic boundary at first approximate is defined.

Keywords: stress, strain, elastoplastic torsion, anisotropy according to Hill, kinematic anisotropy.
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