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Аннотация. Построено точное аналитическое решение краевой задачи изгиба полубеско-
нечной прямоугольной пластины с защемлёнными длинными сторонами, на торце которой
заданы прогиб или угол поворота (краевые функции четные). Решение представляется в ря-
дах по функциям Фадля – Папковича. Искомые коэффициенты ряда находятся с помощью
систем функций, биортогональных к функциям Фадля – Папковича.
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Введение. В работах [1]–[3] изучались свойства систем функций Фадля-
Папковича, возникающих при решении двумерной краевой задачи теории упругости в
прямоугольнике (полуполосе) с однородными граничными условиями по двум проти-
воположным сторонам. Функции Фадля-Папковича комплекснозначны и не образуют
базиса на отрезке в обычном смысле [1]. Поэтому разложения по ним невозможно
построить, опираясь на классический аппарат теории базиса функций [4]. Решению
краевой задачи предшествует изучение, так называемых разложений Лагранжа [1].
Разложения Лагранжа являются аналогами разложений по тригонометрическим си-
стемам функций и играют такую же роль при решении краевых задач, какую три-
гонометрические ряды играют в решениях Файлона-Рибьера. Аналогичная ситуация
имеет место и в задаче изгиба тонких прямоугольных пластин, а также её частного
случая – изгиба полубесконечной прямоугольной пластины.
1. Постановка задачи. Рассмотрим пластину, отнесенную к декартовым коорди-

натам x, y. Дифференциальные уравнения равновесия можно записать в виде [5]
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∂Qx
∂x

+
∂Qy
∂y

= −P (x, y),

∂Mx

∂x
+
∂Mxy

∂y
= Qx(x, y),

∂Mxy

∂x
+
∂My

∂y
= Qy(x, y),

(1.1)

где P (x, y) – произвольная поперечная нагрузка, Qx, Qy – перерезывающие силы,
Mx, My, Mxy – изгибающие и крутящий моменты.

Моменты и углы поворота Φx, Φy можно выразить через прогиб w = w(x, y):

Mx(x, y) = −D
[
∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

]
, My(x, y) = −D

[
∂2w

∂y2
+ ν

∂2w

∂x2

]
,

Mxy(x, y) = −Myx(x, y) = −D(1− ν)
∂2w

∂x∂y
, Φx(x, y) = D

∂w

∂x
, Φy(x, y) = D

∂w

∂y
,

(1.2)
где ν – коэффициент Пуассона, а

D =
Eρ3

12(1− ν2)

– цилиндрическая жесткость пластины (E – модуль упругости, ρ – толщина пласти-
ны).

Кроме того,

Qx = −D ∂

∂x
∇2w, Qy = −D ∂

∂y
∇2w, (1.3)

где ∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
– оператор Лапласа на плоскости.

Подставляя выражения (1.3) в первое из уравнения (1.1) получим основное диффе-
ренциальное уравнение теории изгиба пластин

D∇2∇2w = P (x, y). (1.4)

Помимо обычных сил Qx, Qy вводятся также обобщенные в смысле Кирхгоффа
перерезывающие силы

Kx = Qx +
∂Mxy

∂y
= −D

[
∂3w

∂x3
+ (2− ν)

∂3w

∂x∂y2

]
,

Ky = Qy +
∂Mxy

∂x
= −D

[
∂3w

∂y3
+ (2− ν)

∂3w

∂y∂x2

]
.

(1.5)

Будем строить решение, пользуясь методом начальных функций [6], позволяющим
эффективно получать выражения для функций Фадля-Папковича. Основные соотно-
шения метода имеют вид

W (x, y) = LWW (y)W0(x) + LWΦ(y)Φ0(x) + LWM (y)M0(x) + LWQ(y)Q0(x),
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Φy(x, y) = LΦW (y)W0(x) + LΦΦ(y)Φ0(x) + LΦM (y)M0(x) + LΦQ(y)Q0(x),
My(x, y) = LMW (y)W0(x) + LMΦ(y)Φ0(x) + LMM (y)M0(x) + LMQ(y)Q0(x),

(1.6)

Ky(x, y) = LQW (y)W0(x) + LQΦ(y)Φ0(x) + LQM (y)M0(x) + LQQ(y)Q0(x).

где LWW (h), LWM (h) и т. д. – операторы метода начальных функций [6].
ФункцииW (x, y), Φy(x, y), My(x, y), Ky(x, y), определенные при y = 0,

W0(x) = Dw(x, 0), Φ0(x) =
∂W (x, 0)

∂y
,

M0(x) = My(x, 0), Q0(x) = Ky(x, 0),
(1.7)

называются начальными. Решение задачи будем искать с разделением на симметри-
ческое и обратно симметрическое относительно линии симметрии пластины y = 0. В
случае симметрической задачи начальные функции Φ0(x) = Q0(x) = 0. Зная началь-
ные функции, по формулам (1.6), (1.7) можно найти основные факторы.

Рассмотрим полубесконечную прямоугольную пластину {Π : |x| ≥ 0, |y| ≤ h }
шириной 2h с защемленными краями y = ±h:

W (x,±h) = Φy(x,±h) = 0, (1.8)

и с некоторыми граничными условиями на торце x = 0.
С помощью формул (1.6) удовлетворим граничным условиям (1.8), которые примут

вид:

LΦW (α, h)W0(x) + LΦM (α, h)M0(x) = 0,
LWW (α, h)W0(x) + LWM (α, h)M0(x) = 0.

(1.9)

Здесь W0(x) = Dw(x, 0), M0(x) = My(x, 0) – начальные функции, определенные при
y = 0, α = d/dx – оператор дифференцирования.

Введем разрешающую функцию F (x) по формулам

W0(x) = −LΦM (α, h)F (x), M0(x) = LΦW (α, h)F (x). (1.10)

При этом первое из уравнений (1.9) будет тождественно удовлетворено, а второе
примет вид

[LWM (α, h)LΦW (α, h)− LWW (α, h)LΦM (α, h)]F (x) = 0. (1.11)

Раскрывая выражения для дифференциальных операторов, получим обыкновенное
дифференциальное уравнение бесконечного порядка(

2αh+ sin 2αh

4α

)
F (x) = 0. (1.12)

Будем искать его решение в виде

F (x) = eλx. (1.13)

Подставляя (1.13) в (1.11), получим трансцендентное характеристическое уравне-
ние
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L(λ, h)

λ
= 0, (1.14)

L(λ, h) =
1

4
(2λh+ sin 2λh) . (1.15)

Уравнение (1.15) имеет бесконечное множество комплексных корней
{±λk,±λ̄k} = Λ, k = 1, 2.... Ниже для иллюстрации приведены значения пяти

корней уравнения (1.15) при h = 1, ν =
1

3
, принадлежащих первой координатной

четверти (табл. 1).
Таблица 1

№ корня λk Reλk Imλk
1 2.10619611524533 1.12536430580093
2 5.356268698639631 1.551574372912625
3 8.536682426575915 1.77554367351104
4 11.69917761282565 1.929404496552787
5 14.85405991263802 2.046852462382667

Для определения точных значений λk можно воспользоваться асимптотической
формулой

λk ≈
1

h

[
kπ − π

4
− ln(4kπ − π)

4kπ

]
+ i

1

h

[
ln(4kπ)

2
− ln(4kπ − π)

4kπ

]
.

Итак, решение уравнения (1.11), имеет вид

F (x) =
∞∑
k=1

(
Ake

λkx + Āke
λ̄kx
)
(λk ∈ Λ). (1.16)

Подставляя (1.16) в формулы (1.9) найдем начальные функции, а затем по форму-
лам (1.6) – прогиб, углы поворота и моменты (Reλk < 0, W (x, y) = Dw(x, y)):

W (x, y) =
∞∑
k=1

Akω(λk, y, h)eλkx + Ākω(λ̄k, y, h) eλ̄kx ,

Φx(x, y) =
∞∑
k=1

Akλkω(λk, y, h)eλkx + Ākλ̄kω(λ̄k, y, h) eλ̄kx,

Φy(x, y) =
∞∑
k=1

Akφy(λk, y, h)eλkx + Ākφy(λ̄k, y, h) eλ̄kx ,

Mx(x, y) =
∞∑
k=1

Akmx(λk, y, h)eλkx + Ākmx(λ̄k, y, h) eλ̄kx ,

(1.17)

My(x, y) =
∞∑
k=1

Akmy(λk, y, h)eλkx + Ākmy(λ̄k, y, h) eλ̄kx ,

Mxy(x, y) =
∞∑
k=1

Akmxy(λk, y, h)eλkx + Ākmxy(λ̄k, y, h) eλ̄kx ,

где
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ω(λk, y, h) =
1

2
[λky sinλkh sinλky + (sinλkh+ λkh cosλkh) cosλky] ;

φx(λk, y, h) =
λk
2
{λky sinλkh sinλky + (sinλkh+ λkh cosλkh) cosλky} ;

φy(λk, y, h) = −
λ2
k

2
[h cosλkh sinλky − y sinλkh cosλky] ;

mx(λk, y, h) =
λ2
k

2
{(ν − 1)λk sinλkh sinλky − [(ν + 1) sinλkh− (ν − 1)λkh cosλkh] cosλky} ;

(1.18)

my(λk, y, h) = −
λ2
k

2
((ν − 1)λky sinλkh sinλky+

+ [(ν + 1) sinλkh+ (ν − 1)λkh cosλkh] cosλky) ;

mxy(λk, y, h) = −
λ3
k

2
(ν − 1) {h cosλkh sinλky − y sinλkh cosλky}

– функции Фадля – Папковича.
Функции (1.18) назовем s-представлением функций Фадля – Папковича. Если же

разрешающую функцию F (x) вводить по формулам:

W0(x) = −LWM (α, h)F (x), M0(x) = LWW (α, h)F (x), (1.19)

то получим другие выражения для функций Фадля – Папковича, которые назовем
с-представлением функций Фадля-Папковича.

На продольных границах y = ±h полубесконечной прямоугольной пластины гра-
ничные условия (1.8) удовлетворяются автоматически. Удовлетворяя с помощью вы-
ражений (1.17) граничным условиям, заданным на торце пластины x = 0, приходим
к задаче определения коэффициентов Ak, Āk из двух разложений по двум системам
функций Фадля – Папковича, например

W (y) =
∞∑
k=1

Akω(λk, y, h) + Ākω(λ̄k, y, h) ,

Φx(y) =
∞∑
k=1

Akφx(λk, y, h) + Ākφx(λ̄k, y, h) ,
(1.20)

где W (y) = W (0, y), Φ
(
xy) = Φ

(
x0, y) – заданные при x = 0 прогиб и угол поворота

(краевые функции четные). Коэффициенты Ak находятся из системы (1.20), как и в
работах [7]–[9], с помощью функций, биортогональных к функциям Фадля-Папковича.
2. Биортогональные функции. Построим функции Wk(y), Φxk(y), биортого-

нальные к функциям Фадля-Папковича (1.18). Функции, получающиеся из функций
Фадля-Папковича путем замены λk комплексным параметром λ, называются порож-
дающими [7], [10].

Как и в статьях [7], [10], биортогональные функции будем искать, как решения
уравнений, полагая в них λ вещественным:

∞∫
−∞

ω(λ, y, h)Wk(y)dy =
L(λ, h)

λ2 − λ2
k

;

∞∫
−∞

φx(λ, y, h)Φxk(y)dy =
λL(λ, h)

λ2 − λ2
k

. (2.1)
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Для комплексных значений λ, в частности при λ = λk ∈ Λ, прямую интегрирования
в формулах (2.1) надо заменить T -образным контуром T , лежащим в плоскости ком-
плексного переменного z = x + iy и составленным из отрезка мнимой оси y ∈ [−h, h]
и луча x ∈ (−∞, 0] [7], [10].

При λ→ λk, в соответствии с асимптотическим равенством [11]

f(λ)− f(λk) = f ′(λk) (λ− λk) ,
из формул (2.1) получаются следующие соотношения биортогональности:∫

T

ω(λm, y, h)Wk(y)dy =

{
Mk при λm = λk;
0 при λm 6= λk,

(2.2)

∫
T

φx(λm, y, h)Φxk(y)dy =

{
λkMk при λm = λk;
0 при λm 6= λk,

где

Mk =
L′(λk, h)

2λk
=
h cos2(λkh)

2λk
, (2.3)

а L′(λk, h) – производная функции L(λ, h) при λ = λk.
Понятие биортогональности включает в себя также равенства вида (k, m – любые)∫

T

ω(λ̄,my, h)W̄k(y)dy =

{
M̄k при λ̄=

k λ̄m;

0 при λ̄ 6k = λ̄m
(2.4)

и ∫
T

ω(λ̄m, y, h)Wk(y)dy =

∫
T

ω(λm, y, h)W̄k(y)dy = 0. (2.5)

Они сразу следуют из формул (2.1), (2.2).
Разложения порождающих функций и функции L(λ, h) в ряды по степеням пара-

метра λ имеют вид:

L(λ, h) = hλ− h3

3
λ3 + ... ; ω(λ, y) = hλ− h3

3
λ3 + ...;

φx(λ, y, h) = hλ2 − h3

3
λ4 + .... (2.6)

Биортогональные функцииWk(y), Φxk(y) можно представить в виде суммы финит-
ных, равных нулю вне отрезка |y| ≤ h, и не финитных частей [7], [10]. Финитные части
имеют вид (|y| ≤ h, k = 1, 2, ...):

ωk(y) = − cos(λky)

2λk sin(λkh)
, φxk(y) = ωk(y). (2.7)

Простой способ их построения указан в статье [10].
3. Решение краевой задачи при условии, что на торце пластины задан

прогиб. Пусть на торце x = 0 пластины {Π : |x| ≥ 0, |y| ≤ h } задан прогиб
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W (y) = W (0, y), а угол поворота Φ
(y)
x = Φ

(0,y)
x = 0. Тогда система уравнений (1.20)

примет вид

W (y) =
∞∑
k=1

Akω(λk, y, h) + Ākω(λ̄k, y, h) ,

0 =
∞∑
k=1

Akφx(λk, y, h) + Ākφx(λ̄k, y, h) ,
(3.1)

Умножая равенства (3.1) соответственно на Wk(y) + W̄k(y) и Φxk(y) + Φ̄xk(y) и ин-
тегрируя обе части полученных равенств по контуру T , с учетом соотношений (2.2),
(2.4)–(2.5) для каждого номера k = 1, 2, ..., получим систему алгебраических уравне-
ний (2.3), (2.7)

w∗k = AkMk + ĀkM̄k ,
0 = λkAkMk + λ̄kĀkM̄k,

(3.2)

где

w∗k = w+
k w̄

,
k (3.3)

wk =

h∫
−h

W (y)ωk(y)dy, w̄k =

h∫
−h

W (y)ω̄k(y)dy. (3.4)

Поочерёдно умножая первое уравнение системы (3.2) на λ̄k и λk, и вычитая второе
уравнение, для каждого номера k = 1, 2, ... получим решение системы (3.2)

Ak = −
w∗kλ̄k(

λk − λ̄k
)
Mk

, Āk =
w∗kλk(

λk − λ̄k
)
M̄k

. (3.5)

Дальнейшее построение решений состоит в подстановке выражений (3.5) в равен-
ства (1.17) и последующем выделении по аналогии с работами [12], [13] нуль-рядов. В
результате получим выражения для прогиба, углов поворота и моментов в полубес-
конечной прямоугольной пластине (ak = Reλk, bk = Imλk, ak < 0):

W (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
ω (λk, y, h)

Mk
wkC(x)

}
; Φx (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
φx (λk, y, h)

λkMk
wkS(x)

}
;

Φy (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
φy (λk, y, h)

Mk
wkC(x)

}
;

Mx (x, y) =
∞∑
k=1

2Re

{
mx (λk, y, h)

Mk
wkC(x)

}
; (3.6)

(x, y) =
∞∑
k=1

2Re

{
my (λk, y, h)

λ2
kMk

wkT (x)

}
;Mxy (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
mxy (λk, y, h)

λkMk
wkS(x)

}
;

где

C(x) =

{
cos(bkx)− ak sin(bkx)

bk

}
eakx; S(x) = −(a2

k + b2k)
sin(bkx)

bk
eakx;
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T (x) = −(a2
k + b2k)

{
cos(bkx) +

ak sin(bkx)

bk

}
eakx.

На основании зависимостей (1.1) и (1.5), получим:

Qx(x, y) =
∂Mx

∂x
+
∂Mxy

∂y
, Qy(x, y) =

∂My

∂y
+
∂Mxy

∂x
; (3.7)

Kx = Qx +
∂Mxy

∂y
=
∂Mx

∂x
+ 2

∂Mxy

∂y
,

Ky = Qy +
∂Mxy

∂x
=
∂My

∂y
+ 2

∂Mxy

∂x
.

(3.8)

Подставляя выражения (3.5) в равенства (3.6), (3.7), получим формулы для пере-
резывающих сил Qx(x, y), Qy(x, y)и Kx(x, y),Ky(x, y):

Qx (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
λkmx (λk, y, h) ·dC(x)/dx+ S(x) · dmxy (λk, y, h)/dy

λkMk
wk

}
,

Qy (x, y) =
∞∑
k=1

2Re

{
T (λk, x, l) · dmy (λk, y, h)/dy + λkmxy (λk, y, h) ·dS(x)/dx

λ2
kMk

wk

}
,

(3.9)

Kx (x, y) = Qx (x, y) +
∞∑
k=1

2Re

{
dmxy (λk, y, h)/dy

λkMk
wkS(x)

}
,

Ky (x, y) = Qy (x, y) +
∞∑
k=1

2Re

{
mxy (λk, y, h)

λkMk
wk·dS(x)/dx

}
.

Пример. Пусть ν =
1

3
, h = 1,E = 0, 69 · 105 МПа, ρ = 0, 1,W (y) =

(y2 − h2)2

24
(ма-

териал – катанный алюминий). На рис. 1–4 показаны кривые распределения прогиба,
моментов и перерезывающих сил на торце полубесконечной прямоугольной пластины.

Рис. 1
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Рис. 2

Рис. 3

Рис. 4
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4. Решение краевой задачи при условии, что на торце пластины задан
угол поворота. Пусть на торце x = 0 пластины {Π : |x| ≥ 0, |y| ≤ h } задан угол
поворота Φ

(y)
x = Φ

(0,y)
x , а прогиб W (y) = W (0, y) = 0. Тогда система уравнений (1.20)

примет вид

0 =
∞∑
k=1

Akω(λk, y, h) + Ākω(λ̄k, y, h) ,

Φx(y) =
∞∑
k=1

Akφx(λk, y, h) + Ākφx(λ̄k, y, h) ,
(4.1)

Умножая равенства (4.1) соответственно на Wk(y) + W̄k(y) и Φxk(y) + Φ̄xk(y) и ин-
тегрируя обе части полученных равенств по контуру T , с учетом соотношений (2.2),
(2.4)–(2.5) для каждого номера k = 1, 2, ..., получим систему алгебраических уравне-
ний (2.3), (2.7)

0 = AkMk + ĀkM̄k ,
w∗k = λkAkMk + λ̄kĀkM̄k,

(4.2)

где

w∗k = wk + w̄k, (4.3)

wk =

h∫
−h

Φxk(y)φxk(y)dy, w̄k =

h∫
−h

Φxk(y)φ̄xk(y)dy. (4.4)

Поочерёдно умножая первое уравнение системы (4.2) на λ̄k и λk, и вычитая второе
уравнение, для каждого номера k = 1, 2, ... получим решение системы (4.2)

Ak =
w∗k(

λk − λ̄k
)
Mk

, Āk = −
w∗k(

λk − λ̄k
)
M̄k

. (4.5)

Дальнейшее построение решений состоит в подстановке выражений (4.5) в равен-
ства (1.17) и последующем выделении по аналогии с работами [12], [13] нуль-рядов.
В результате получим выражения (3.6) для прогиба, углов поворота и моментов в
полубесконечной прямоугольной пластине, где

C(x) =
sin(bkx)

bk
eakx; S(x) =

{
cos(bkx) +

ak
bk

sin(bkx)

}
eakx;

T (x) =

{
2ak cos(bkx) +

a2
k − b2k
bk

sin(bkx)

}
eakx. (4.6)

Формулы для перерезывающих сил Qx(x, y), Qy(x, y) иKx(x, y),Ky(x, y) примут вид
(3.8).

Пример. Приведем примеры расчетов при ν =
1

3
, h = 1,E = 0, 69·105 МПа, ρ = 0, 1,

Φx(y) =
(y2 − h2)2

24
(материал – катанный алюминий). На рис. 5–8 показаны кривые

распределения прогиба, моментов и перерезывающих сил.
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Рис. 5

Рис. 6

Рис. 7
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Рис. 8

Заключение. Впервые дано точное аналитическое решение краевой задачи изги-
ба полубесконечной прямоугольной пластины, продольные стороны которой защем-
лены, а на торце заданы прогиб или угол поворота (краевые функции четные). Как
и в случае плоской задачи теории упругости [7]–[9], решение строится в виде разло-
жений по функциям Фадля – Папковича (однородным решениям), по существу, по
той же схеме, что и решение в тригонометрических рядах. Искомые коэффициенты
разложений находятся с помощью систем функций, биортогональных к функциям
Фадля-Папковича.
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D. A. Abrukov
THE BENDING OF A SEMI-INFINITE RECTANGULAR PLATE, CLAMPED

ON THE LONG SIDES, AT WHICH END-WALL A DEFLECTION OR AN
ANGLE OF TURN IS GIVEN

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University, Cheboksary, Russia

Abstract. The exact analytical solution of a boundary value problem of a bend of a semi-infinite
rectangular plate which long sides are clamped, and at an end-wall a deflection or an angle of turn
is given (boundary function is even). The solution is submitted in series on Fadle-Papkovich
functions. Required coefficients of series are by means of systems of functions, biorthogonal to
Fadle – Papkovich functions.

Keywords: plate bending, semi-strip bending, Fadle – Papkovich functions, analytical solutions.
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