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Аннотация. Методом малого параметра получено решение аналитической задачи опреде-
ления нулевых и первых приближений компонент напряжений в упругой и пластической
областях при условии полной пластичности для сжимаемого пространства, ослабленного по-
лостью.
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В работе исследуется напряженное состояние идеальнопластического сжимаемого
массива. В постановке задачи массив ослаблен полностью, внутри которого давле-
ние отсутствует, а на бесконечности приложены взаимно-перпендикулярные усилия.
Задача решена методом малого параметра, в сферической системе координат, в без-
размерных единицах длины (все величины, имеющие размерность длины отнесены к
радиусу сферической полости ρ0).

Рассматривается массив из сыпучей среды, обладающей свойствами внутреннего
трения и сцепления. Условие предельного состояния сыпучей среды определено в виде
[1]:

f(σ′ij) = k0 + aσ, (1)

где σ′ij – компоненты девиатора напряжения, k0 – коэффициент сцепления, a = tgα –
коэффициент внутреннего трения, α – угол внутреннего трения.

Для решения задачи в сферической системе координат используем уравнения рав-
новесия [2]:
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Условия пластичности Треска-Сен-Венана [3] с учетом (1):(
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а также (
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Граничные условия:

σρl + τρθm+ τρφn = Pρ,

τρθl + σθm+ τθφn = Pθ, (5)

τρφl + τθφm+ σφn = Pφ,

где σρ, τρθ.... – компоненты девиатора напряжения, l, m, n – направляющие косинусы
нормали, Pρ,Pθ,Pφ – проекции усилий на оси ρ, θ, φ, σ = (σρ + σθ + σφ)/3 – среднее
давление.

Компоненты напряжения представим в виде рядов по малому параметру δ(δ � 1):

σρ = σ0
ρ + δσ′ρ, σθ = σ0

θ + δσ′θ, σφ = σ0
φ + δσ′φ,

τρθ = τ0
ρθ + δτ ′ρθ, τρφ = τ0

ρφ + δτ ′ρφ, τθφ = τ0
θφ + δτ ′θφ.

(6)

Условия пластичности (3) и (4) могут быть удовлетворены в трех случаях. Случай,
соответствующий сферической полости был рассмотрен в [4].

В работе рассматривается аналитическая задача, соответствующая случаю:

σ0
ρ − σ0 + 2

3(k0 + aσ0) = 0,

σ0
θ − σ0 + 2

3(k0 + aσ0) = 0,
σ0
φ − σ0 + 2

3(k0 + aσ0) 6= 0.
(7)

Решая совместно (7) и (3), получим:

σ0
θ = σ0

ρ, τ
0
ρθ = τ0

ρφ = τ0
θφ = 0. (8)

Тогда (6) с учетом (8) примет вид:
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σ0 = (2σ0
ρ + σ0

φ)/3. (9)
Решая совместно (7) и (9), получим:

σ0
ρ = σ0

φ/А +D, (10)
где А = (3 + 4a)/(3− 2a), D = −6k0/(3 + 4a).

Уравнения равновесия (2) с учетом (8) примут вид:
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Решая совместно (10) и (11), получим для компонент нормального напряжения в
нулевом приближении в пластической области:

σ0р
θ = σ0р

ρ = (с(ρ sin θ)
6a

3−2a − k0)/a, σ0р
φ = Аσ0р

θ −AD, (12)
где с – const, A и D определены выше.

Решая совместно (7), (8) и линеаризированные условия пластичности (3), получим:
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3
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3
а
)

= 0. (13)

Тогда

σ′ρ = σ′θ (14)

σ′ = (2σ′ρ + σ′φ)/3. (15)
Решая совместно (13) и (15), получим

σ′φ = Аσ̃′, (16)
где

σ̃′=σ
′
ρ = σ′θ. (17)

Решая совместно (7), (8) и линеаризированные условия пластичности (4), получим:

τ ′ρθ = 0. (18)
Уравнения равновесия (2) с учетом (17), (18) примут вид:

∂σ̃′

∂ρ
+

1

ρ sin θ

∂τ ′ρφ
∂φ

+
σ̃′

ρ
(1−A) = 0,

∂σ̃′

∂θ
+

1

sin θ

∂τ ′θφ
∂φ

+ σ̃′ (1−A) ctgθ = 0,

∂τ ′ρφ
∂ρ

+
1

ρ

∂τ ′θφ
∂θ

+
A

ρ sin θ

∂σ̃′

∂φ
+

1

ρ

(
3τ ′ρφ + 2τ ′θφctgθ

)
= 0.

(19)

Для решения (14) водится функция U(ρ, θ, φ) таким образом, чтобы выполнялись
равенства:
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σ̃′ =
∂U

∂φ
, τ ′ρφ = −ρ∂U

∂ρ
sin θ − (1−A)U sin θ, τ ′θφ = −∂U

∂θ
sin θ − (1−A)U cos θ. (20)

Тогда первые два уравнения (20) тождественно удовлетворяются, а последнее при-
мет вид:
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Решение (21) найдено методом разделения переменных:

U =

∞∑
n=0

n∑
m=0

(C1ρ
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(
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m√
A
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(22)
где первый сомножитель (22) представляет решение уравнения Эйлера, в котором:

χ1,2 =
A

2
− 2±

√(
A

2
− 2

)2

+ λ, (23)

С1 ,С2 – константы, которые могут быть определены из граничных условий и условий
сопряжения.

λ = (2α+ 1)(n+ 0, 5) + n2 −m2 + 5A/2− 4, (24)

α =
√

(А + 1)2 − 4m2/2. (25)

Второй сомножитель представляет решение уравнения Фурье, в котором amn, bmn –
коэффициенты Фурье, определяемые:

amn = 1
Nmn

2π∫
0

π∫
0

ρ1(θ, φ) · Pmn (cos θ) · cosmφ · sin θ · dθ · dφ,
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Nmn
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Nmn = 2πεm(n+m)!
(2n+1)(n−m) , εm = 2(m = 0), 1(m > 0),

(26)

где P (α,α)
n (cos θ) – полином Якоби.

Подставляя (22) в (20) и принимая во внимание (16), получим для первого прибли-
жения компонент напряжения в пластической области:
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A. N. Maksimov
ON THE DEFINITION OF THE DISTURBED STATE ARRAY UNDER THE

CONDITION OF FULL PLASTICITY

Chuvash State Agricultural Academy, Cheboksary, Russia

Abstract. With the method of small parameter we solve the problem of determining the analytical
zero and first approximation of the stress in the elastic and plastic regions with the full plasticity
of compressed space, attenuated byoral.
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