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Аннотация. Нелинейные дифференциальные уравнения имеют особенности, которые не поз-
воляют использовать классическую теорию линейных дифференциальных уравнений. Нали-
чие подвижных особых точек актуализируют разработку своей теории. В связи с этим имеют-
ся публикации, посвященные основным задачам (теоремам существования и единственности
решения нелинейных дифференциальных уравнений), и новый подход к их доказательству,
который позволяет использовать эти результаты в решении всех задач, возникающих в ана-
литическом приближенном методе решения нелинейных дифференциальных уравнений. В
данной работе представлено обобщение на комплексную область ранее полученных результа-
тов в вещественной области.
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При разработке аналитического приближенного метода решения нелинейных диф-
ференциальных уравнений необходим третий вариант теорем существования [1] и но-
вый подход в доказательстве теорем существования, метод мажорант не к правой
части дифференциального уравнения, как это дается в классической теореме Коши,
а к самому решению исходного нелинейного дифференциального уравнения. В этом
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случае получаем теорему существования, относящуюся к третьему варианту приве-
денной классификации. Такой подход позволяет решить задачи, составляющие ос-
нову приближенного метода решения нелинейных дифференциальных уравнений с
подвижными особыми точками:

1. Доказательство теорем существования решения нелинейного дифференциально-
го уравнения для области аналитичности и окрестности подвижной особой точки.

2. Построение аналитического приближенного решения, как в области аналитично-
сти, так и в окрестности подвижной особой точки, в случае точных значений началь-
ных условий и подвижной особой точки.

3. Исследование влияния возмущения начальных условий и подвижной особой точ-
ки на аналитическое приближенное решение, как в вещественной, так и в комплексной
областях.

4. Получение точных границ для аналитического приближенного решения в окрест-
ности возмущенного значения подвижной особой точки.

5. Получение точных критериев существования подвижной особой точки, как в
вещественной [2], так и комплексной областях.

6. Разработка алгоритма и программного обеспечения для нахождения подвижной
особой точки с заданной точностью на основе разработанной математической теории.

Рассматривается задача Коши

y′′′ = y4 (z) + r (z) , (1)

y (z0) = y0, y′ (z0) = y1, y′′ (z0) = y2. (2)
Ранее были доказаны теоремы существования и единственности решения в области

аналитичности [3] и в окрестности подвижной особой точки [4]. При обобщении на
комплексную область получаем следующие теоремы.
Теорема 1. Пусть выполняются условия:
1) r (z) ∈ C1 в области |z − z0| < ρ1, ρ1 = const;

2) ∃M1 :

∣∣∣∣∣r(n) (z0)

n!

∣∣∣∣∣ ≤M1 , где n = 0, 1, ....

Тогда y (z) — решение задач (1) и (2), является аналитической функцией

y (z) =
∞∑
n=0

Cn (z − z0)n в области

|z − z0| < ρ2,

где

ρ2 = min

{
ρ1,1

M + 1

}
,M = maZ

{
|y0| , |y1| , |y2| , sup

n

∣∣∣∣∣r(n) (z0)

n!

∣∣∣∣∣
}
.

Доказательство. На основании условий теоремы функцию r (z) представляем в
виде регулярного ряда:

r (z) =

∞∑
n=0

An (z − z∗)n . (3)

Ищем решение уравнения (1), удовлетворяющее условию (2), в виде
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y (z) = (z − z∗)ρ
∞∑
n=0

Cn (z − z∗)n . (4)

Подставляем (3) и (4) в уравнение (1):

∞∑
n=3

Cnn (n− 1) (n− 2) (z − z0)n−3 =

=
∞∑
n=3

C∗∗n (z − z0)n +
∞∑
n=0

An (z − z0)n . (5)

Из (5) следует:

Cn (n− 1) (n− 2) (n− 3) = C∗∗n−3 +An−3, ∀n = 4, 5, 6... (6)
Выражение (6) позволяет однозначно определить все выражения коэффициентов

Cn:

C3 =
1

6

(
C4

0 +A0

)
; C4 =

1

24

(
4C3

0C1 +A1

)
; C5 =

1

60

(
4C3

0C2 + 6C2
0C

2
1 +A2

)
и т. д.,

где C0 = y (z), C1 = y′ (z) , C2 = y′′ (z).
С помощью программного обеспечения на ПК получены аналитические выражения

коэффициентов Cn.
На основании выражений коэффициентов Cn строим гипотезу их оценок

|Cn| ≤
1

n (n− 1) (n− 2)
(M + 1)n+1 , ∀n ≥ 3. (7)

Докажем методом математической индукции нашу гипотезу. Из рекуррентного со-
отношения (6) следует:

|Cn+1| ≤
1

(n+ 1)n (n− 1)

∣∣C∗∗n−2 +An−2

∣∣ ≤
≤ 1

(n+ 1)n (n− 1)

∣∣∣∣n−2∑
i=0

C∗i C
∗
n−i−2 +An−2

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

(n+ 1)n (n− 1)

∣∣∣∣n−2∑
i=0

(
i∑

k=0

CkCi−k ·
n−i−2∑
k=0

CkCn−i−k−2

)
+An−2

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

(n+ 1)n (n− 1)
(M + 1)n+2 .

На основании достаточного признака сходимости формально построенный регуляр-
ный ряд будет сходиться:

|z − z0| <
1

(M + 1)
.

Аналогичным образом получаем обобщение на комплексную область и теоремы
существования и единственности решения в окрестности подвижной особой точки.
Теорема 2. Пусть выполняются условия:
1) z∗ – подвижная особая точка задачи (1) и (2);
2) r (z) ∈ C1 в |z − z∗| < ρ1, ρ1 = const;
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3) ∃M1 :

∣∣∣∣∣r(n) (z∗)

n!

∣∣∣∣∣ ≤M1, M1 = const.

Тогда решение задачи Коши (1), (2) является мероморфной функцией

y (x) = (z − z∗)−1
∞∑
n=0

Cn (z − z∗)n (8)

в области

|z − z∗| < ρ2,

где

ρ2 = min

{
ρ1,

1
4
√
M + 1

}
, M = maZ

{
|y0| , |y1| , |y2| , sup

n

∣∣∣∣∣r(n) (z∗)

n!

∣∣∣∣∣
}
.

Доказательство. На основании условий теоремы функцию r (x) представляем в
виде регулярного ряда:

r (z) =

∞∑
n=0

An (z − z∗)n. (9)

Ищем решение уравнения (1), удовлетворяющее условие (2), в виде

y (z) = (z − z∗)ρ
∞∑
n=0

Cn (z − z∗)n . (10)

Подставляем (9) и (10) в уравнение (1):

∞∑
n=0

Cn (n+ ρ) (n+ ρ− 1) (n+ ρ− 2) (z − z∗)n+ρ−3 =

=
∞∑
n=0

C∗∗n (z − z∗)n+4ρ +
∞∑
n=0

An (z − z∗)n .

Из последнего следует:
1) n+ ρ− 3 = n+ 4ρ;
2) Cn (n− 1) (n− 2) (n− 3) = C∗∗n , ∀n = 1, 2, 3;

Cn (n− 1) (n− 2) (n− 3) = C∗∗n +An−4, ∀n = 4, 5, 6.... (11)

Первое соотношение определяет значение ρ = −1, а второе позволяет однозначно
определить все выражения коэффициентов Cn:

C0 = 3
√
−6; C1 = 0; C2 = 0; C3 = 0; C4 =

1

30
A0; C5 =

1

48
A1 и т. д.

С помощью специализированного программного обеспечения получаем аналитиче-
ские выражения коэффициентов Cn.

На основании выражений коэффициентов Cn строим гипотезу их оценок



118 В.Н. ОРЛОВ, П. В.ХМАРА

|C4m| ≤
1

(4m− 1) (4m− 2) (4m− 3)
(M + 1)m ,

|C4m+1| ≤
1

4m (4m− 1) (4m− 2)
(M + 1)m ,

|C4m+2| ≤
1

(4m+ 1) 4m (4m− 1)
(M + 1)m ,

|C4m+3| ≤
1

(4m+ 2) (4m+ 1) 4m
(M + 1)m .

Методом математической индукции докажем нашу гипотезу для коэффициента
C4m+4.

Из рекуррентного соотношения (11) следует:

|C4m+4| =
1

(4m+ 3) (4m+ 2) (4m+ 1)
|C∗∗4m +A4m−4| =

=
1

(4m+ 3) (4m+ 2) (4m+ 1)

∣∣∣∣∣ 4m∑
k=0

(
k∑
i=0

CiCk−i

)(
4m−k∑
j=0

CjC4m−k−j

)
+A4m−4

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

(4m+ 3) (4m+ 2) (4m+ 1)
·

·

∣∣∣∣∣∣∣∣
4m∑
k=0

 k∑
i=0

(M + 1)

i

4

(i+ 1) (i+ 2) (i+ 3)


 (M + 1)

k

4
−
i

4

(k − i+ 1) (k − i+ 2) (k − i+ 3)

·

·

4m−k∑
j=0

(M + 1)

j

4

(j + 1) (j + 2) (j + 3)

(M + 1)
m−

k

4
−
j

4

(4m− k − j + 1) (4m− k − j + 2) (4m− k − j + 3)

+

+ |M || ≤ 1

(4m+ 3) (4m+ 2) (4m+ 1)
(M + 1)m+1 .

Аналогичным образом доказываются оценки для коэффициентов C4m+1, C4m+2,
C4m+3.

Так как

∞∑
n=0

Cn (z − z∗)n−1 =
∞∑
n=0

C4m (z − z∗)4m−1 +

+
∞∑
n=0

C4m+1 (z − z∗)4m +
∞∑
n=0

C4m+2 (z − z∗)4m+1 +
∞∑
n=0

C4m+3 (z − z∗)4m+2 ,

а каждый из рядов в правой части последнего равенства имеет область сходимости
на основании достаточного признака сходимости

|z − z∗| < 1
4
√
M + 1

.

Следовательно, ряд в (10) будет иметь ту же область сходимости.
На основании теорем 1 и 2 строим приближенные решения задачи (1) — (2) в обла-

сти аналитичности и в окрестности подвижной особой точки соответственно.
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Теорема 3. Пусть выполняются пункты 1 и 2 теоремы 1, тогда для приближенного
решения

yN =

N∑
n=0

Cn |z − z0|n

справедлива оценка погрешности

∆yN (z) ≤ (M + 1)N+2 |z − z0|N+1

(N + 1)N (N − 1) (1− |z − z0|)
в области

|z − z0| < ρ1,

где

ρ1 = min

{
ρ0,

1

M + 1

}
, M = max

{
|y0| , |y1| , |y2| ,

∣∣∣∣∣r(n) (z0)

n!

∣∣∣∣∣
}
, N ≥ 2.

Доказательство (на основании классического подхода):

∆yN (z) = |y (z)− yN (z)| =

=

∣∣∣∣∞∑
0
Cn (z − z0)n −

N∑
0
Cn (z − z0)n

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣ ∞∑N+1

Cn (z − z0)n

∣∣∣∣∣ .
(12)

С учетом оценки для коэффициентов Cn (7), из (12) следует:

∆yN (x) =

∣∣∣∣∣ ∞∑N+1

Cn (z − z0)n

∣∣∣∣∣ ≤
≤ (M + 1)N+2 |z − z0|N+1

(N + 1)N (N − 1)
· 1

(1− |z − z0|)
,

где N ≥ 2.
На основании достаточного признака сходимости степенных рядов получаем об-

ласть справедливости теоремы 2

|z − z0| < ρ1, ρ1 = min

{
ρ0,

1

M + 1

}
.

Пример:

y′′′ = y4 (z) + z2, y (1, 1 + 0, 1i) = 0, 5, y′ (1, 1 + 0, 1i) = 1, y′′ (1, 1 + 0, 1i) = 1, 5.

Расчеты представлены в таблице 1.
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Таблица 1
Приближенное решение и его характеристика в области аналитичности

z 1, 2 + 0, 2i
y3 (z) 1, 07 + 1, 23i
∆y3 (z) 0,004717
∆1y3 (z) 0,001

где y3 (z) – структура приближения, ∆y3 (z) – априорная погрешность, ∆1y3 (z) –
апостериорная погрешность.

Апостериорная оценка позволяет оптимизировать структуру приближенного реше-
ния. В нашем случае для ε = 0, 001 получаем значение N = 6. Слагаемые в структуре
приближенного решения с 4 по 6 не превышают требуемой точности. Таким образом,
получаем, что в структуре приближенного решения при N = 3 погрешность решения
не будет превышать ε = 0, 001.

В окрестности подвижной особой точки, в случае комплексной области, следующая
теорема определяет структуру аналитического приближенного решения.
Теорема 4.Пусть выполняются условия 1 — 3 теоремы 2, тогда для приближенного

решения задачи (1) и (2)

yN (x) = (z − z∗)−1
N∑
n=0

Cn (z − z∗)n ,

в области

|z − z∗| < ρ2

справедлива оценка погрешности

∆yN (z) ≤ (M + 1)(N+1)/4 |z − z∗|N/4−0,75

1− (M + 1) |z − z∗|

(
1

N (N − 1) (N − 2)
+

+
1

(N + 1)N (N − 1)
+

1

(N + 2) (N + 1)N
+

1

(N + 3) (N + 2) (N + 1)

)
,

где

ρ2 = min

{
ρ1,

1
4
√
M + 1

}
, M = max

{
|y0| , |y1| , |y2| , sup

n

∣∣∣∣∣r(n) (z∗)

n!

∣∣∣∣∣
}
.

Доказательство.

∆yN (z) = |y (z)− yN (z)| =
∣∣∣∣ ∞∑
n=0

Cn (z − z∗)n−1 −
d∑

n=0
Cn (z − z∗)n−1

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣ ∞∑
n=N+1

Cn (z − z∗)n−1

∣∣∣∣∣ .
Рассмотрим случай N + 1 = 4m.
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∆yN (z) =

∣∣∣∣ ∞∑
n=4m

Cn (z − z∗)n−1

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣C4m (z − z∗)m−1 + C4m+1 (z − z∗)m−1 + C4m+2 (z − z∗)m−1 +

+C4m+3 (z − z∗)m−1 + C4m+4 (z − z∗)m−1 + C4m+5 (z − z∗)m−1 +

+C4m+6 (z − z∗)m−1 + C4m+7 (z − z∗)m−1 + C4m+8 (z − z∗)m−1 + ...
∣∣∣ =

=
∣∣∣(C4m (z − z∗)m−1 + C4m+4 (z − z∗)m + C4m+8 (z − z∗)m+1 + ...

)
+

+
(
C4m+1 (z − z∗)m−1 + C4m+5 (z − z∗)m + C4m+9 (z − z∗)m+1 + ...

)
+

+
(
C4m+2 (z − z∗)m−1 + C4m+6 (z − z∗)m + C4m+10 (z − z∗)m+1 + ...

)
+

+
(
C4m+3 (z − z∗)m−1 + C4m+7 (z − z∗)m + C4m+11 (z − z∗)m+1 + ...

)∣∣∣ .
С учетом оценок для коэффициентов получаем:

∆yN (z) ≤

∣∣∣∣∣ (M + 1)m (z − z∗)m−1

(4m− 1) (4m− 2) (4m− 3)
+

(M + 1)m+1 (z − z∗)m

4m (4m− 1) (4m− 2)
+ ...

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣(M + 1)m (z − z∗)m−1

4m (4m− 1) (4m− 2)
+

(M + 1)m+1 (z − z∗)m

(4m+ 1) 4m (4m− 1)
+ ...

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣(M + 1)m (z − z∗)m−1

(4m+ 1) 4m (4m− 1)
+

(M + 1)m+1 (z − z∗)m

(4m+ 2) (4m+ 1) 4m
+ ...

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣(M + 1)m (z − z∗)m−1

(4m+ 2) (4m+ 1) 4m
+

(M + 1)m+1 (z − z∗)m

(4m+ 3) (4m+ 2) (4m+ 1)
+ ...

∣∣∣∣∣
или

(M + 1)(N+1)/4 |z − z∗|N/4−0,75

1− (M + 1) |z − z∗|

(
1

N (N − 1) (N − 2)
+

+
1

(N + 1)N (N − 1)
+

1

(N + 2) (N + 1)N
+

1

(N + 3) (N + 2) (N + 1)

)
.

Аналогичным образом получаем выражение оценок в случаях N + 1 = 4m+ 1, N +
1 = 4m+2,N+1 = 4m+3 дляN ≥ 3. На основании достаточного признака сходимости
степенных рядов получаем, что оценки погрешности приближенного решения будут
справедливы в области

|z − z∗| < 1
4
√
M + 1

.

Численный эксперимент требует знания подвижных особых точек, а это является
следующей задачей, требующей решения.
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Abstract. Nonlinear differential equations have features that do not allow the use of the classical
theory of linear differential equations. The presence of movable singular points actualize the
development of the theory. In this respect, there are publications devoted to the major problems
(theorems of existence and uniqueness of nonlinear differential equations’ solutions), and a new
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