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Аннотация. Проанализирована структура тензора упругости цилиндрически-ортотропного
материала. Для такого материала записаны нелинейные определяющие соотношения, удовле-
творяющие обобщению частного постулата изотропии и учитывающие конечные деформации.
Указана программа экспериментов, позволяющая идентифицировать предложенные опреде-
ляющие соотношения.
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Тензорно-линейная связь между напряжениями и конечными дефор-
мациями в цилиндрически-ортотропном материале. Представим тензорно-
линейные определяющие соотношения как обобщение закона Гука на случай конечных
деформаций, используя энергетически сопряженную пару тензоров напряжений и де-
формаций: энергетический тензор напряжений T и тензор деформаций Коши-Грина
εεε:

T = N · ·εεε, (1)
где N — постоянный тензор четвертого ранга, называемый тензором упругости.

Структура тензора N для анизотропных материалов с различными типами сим-
метрии свойств хорошо известна из работ [1, 2, 3 и др.].

Рассматриваемый в данной работе цилиндрически-ортотропный материал обладает
криволинейной анизотропией и в каждой точке среды имеет в качестве главных осей
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анизотропии оси цилиндрической системы координат. Известно, что в главных осях
анизотропии ортотропный материал имеет структуру, определяемую матрицей

(N) =


Nrrrr Nrrϕϕ Nrrzz 0 0 0
Nϕϕrr Nϕϕϕϕ Nϕϕzz 0 0 0
Nzzrr Nzzϕϕ Nzzzz 0 0 0

0 0 0 Nrϕrϕ 0 0
0 0 0 0 Nϕzϕz 0
0 0 0 0 0 Nzrzr

 ,

причем в силу симметричности тензора N имеют место соотношения:

Nrrϕϕ = Nϕϕrr, Nrrzz = Nzzrr, Nϕϕzz = Nzzϕϕ,

Nrϕrϕ = Nϕrϕr, Nϕzϕz = Nzϕzϕ, Nzrzr = Nrzrz.

Как отмечается в работе [1], если главная ось анизотропии проходит внутри тела, то
на этой оси неразличимы радиальное и тангенциальное направления. В связи с этим
между ненулевыми константами упругости цилиндрически-ортотропного материала
должна быть установлена связь:

Nrrrr = Nϕϕϕϕ, Nrrzz = Nϕϕzz, Nrzrz = Nϕzϕz.

Таким образом, цилиндрически-ортотропный материал имеет тензор упругости, ко-
торый в главных осях анизотропии имеет не девять независимых компонентов, а толь-
ко шесть. Окончательно, тензор линейной упругости цилиндрически-ортотропного ма-
териала в главных осях анизотропии имеет вид

(N) =


Nrrrr Nrrϕϕ Nrrzz 0 0 0
Nrrϕϕ Nrrrr Nrrzz 0 0 0
Nrrzz Nrrzz Nzzzz 0 0 0

0 0 0 Nrϕrϕ 0 0
0 0 0 0 Nzrzr 0
0 0 0 0 0 Nzrzr

 . (2)

Сравнивая (2) с представлениями тензоров упругости для различных типов анизо-
тропных материалов [2], можно сделать вывод о том, что цилиндрически-ортотропный
материал имеет структуру тензора упругости такую же, как и тетрагональный мате-
риал.
Представление процессов деформирования анизотропных материалов в

шестимерном пространстве. Различными авторами для представления тензоров
напряжений и деформаций вводится рассмотрение шестимерный тензорный базис. В
частности, в работе [2] введен канонический тензорный базис, образованный тензора-
ми

I0 =
1√
3

(a1a1 + a2a2 + a3a3) , I1 =
1√
6

(2a3a3 − a1a1 − a2a2) , I2 =
1√
2

(a2a2 − a1a1) ,

I3 =
1√
2

(a1a2 + a2a1) , I4 =
1√
2

(a2a3 + a3a2) , I5 =
1√
2

(a3a1 + a1a3) . (3)
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Тензоры (3) нормируются соотношениями Iα · ·Iβ = δαβ , α, β = 0, 1, . . . , 5. Базисные
векторы ai полагаются направленными вдоль главных осей анизотропии материала:
вектор a3 направлен вдоль главной поворотной оси, вектор a2 — вдоль побочной оси,
вектор a1 перпендикулярен им. Полагаем, что в начальный момент векторы a1, a2,
a3 совпадают с векторами неподвижного базиса e1, e2, e3.

Любой симметричный тензор второго ранга в пространстве E3 можно разложить
по базисным тензорам (3), например тензор деформаций εεε и энергетический тензор
напряжений можно представить в виде:

εεε = eαI
α, T = tαI

α, (4)
где греческий индекс α принимает значения от 0 до 5. Коэффициенты разложений
eα, tα связаны с компонентами тензоров εεε = εijeiej , T = teiej в неподвижном базисе
соотношениями

e0 =
1√
3

(ε11 + ε22 + ε33) , e1 =
1√
6

(2ε33 − ε11 − ε22) , e2 =
1√
2

(ε11 − ε22) ,

e3 =
1√
2

(ε12 + ε21) , e4 =
1√
2

(ε23 + ε32) , e5 =
1√
2

(ε31 + ε13) . (5)

Обратные соотношения имеют вид:

ε11 =
1√
3
e0 −

1√
6
e1 +

1√
2
e2, ε22 =

1√
3
e0 −

1√
6
e1 −

1√
2
e2, ε33 =

1√
3
e0 +

√
2

3
e1,

ε12 =
e3√

2
, ε23 =

e4√
2
, ε31 =

e5√
2
. (6)

Для тензора T соотношения аналогичны.
Соотношения (5), (6) могут иметь место только в том случае, когда предполагается,

что при деформации положение главных осей анизотропии не изменяется, то есть
векторы a1, a2, a3 совпадают с векторами неподвижного базиса e1, e2, e3 не только в
начальный момент, но и в процессе деформирования.

В теории процессов А. А. Ильюшина [4] процесс деформирования рассматривают
в шестимерном пространстве и характеризуют образом процесса, под которым пони-
мают траекторию деформирования (годограф вектора деформаций) с приписанными
каждой ее точке вектором напряжений и другими термомеханическими параметра-
ми, например, температурой. Будем рассматривать далее образы процессов, постро-
енные в пространстве тензора деформаций εεε. В этом пространстве рассматриваются
шестимерные векторы деформаций e = eαiα и напряжений t = tαiα. Отметим, что
координаты шестимерных векторов e, t совпадают с коэффициентами разложений
соответствующих тензоров (4).

По тензорам канонического базиса (3) в работах [2, 3] построены тензоры чет-
вертого ранга, которые используют в качестве базиса для представления тензоров,
характеризующих упругие свойства материала. Базисные тензоры четвертого ранга
представляются в виде:

Iαβ =
1

2

(
IαIβ + IβIα

)
(7)
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и нормируются соотношением [3]

Iij · · · ·Ikl =
1

2

(
δikδjl + δjkδil

)
, i, j, k, l = 0, 1, . . . , 5.

Тензоры (7) симметричны по парам индексов, их компоненты приведены в моно-
графии [2].

Любой полусимметричный тензор четвертого ранга N, имеющий диадное представ-
ление в базисе a1, a2, a3 в виде

N = Nijklaiajakal (i, j, k, l = 1, 2, 3), Nijkl = Njikl = Nijlk = Nklij , (8)
может быть разложен по базисным тензорам (7):

N =

5∑
α,β=0

nαβI
αβ, nαβ = nβα. (9)

Связь между компонентами nαβ и Nijkl установлена в монографии [2] и имеет вид:

nαβ = βijαNijklβ
β
kl, Nijkl = βαijnαββ

kl
β , (10)

где матрицы βijα и ββkl определяются одной и той же таблицей

(β) =



1√
3
− 1√

6
1√
2

0 0 0

1√
3
− 1√

6
− 1√

2
0 0 0

1√
3

2√
6

0 0 0 0

0 0 0 1√
2

0 0

0 0 0 0 1√
2

0

0 0 0 0 0 1√
2



. (11)

Матрица (β) может быть использована и для записи соотношений (5), (6):

εij = βαijeα, eα = βijα εij . (12)
В шестимерном пространстве с базисными векторами iα тензору N ставится в соот-

ветствие симметричный тензор второго ранга n = nαβiαβ , где iαβ = 1
2 (iαiβ + iβiα) —

базисные тензоры второго ранга шестимерного пространства, которые являются об-
разами тензоров (7).

Запишем представление тензора упругости цилиндрически-ортотропного матери-
ала (2) в шестимерном пространстве. Воспользовавшись соотношениями (10), (11),
получим ненулевые компоненты тензора n:

n00 =
1

3
(2Nrrrr + 2Nrrϕϕ + 4Nrrzz +Nzzzz) ,

n11 =
1

3
(Nrrrr +Nrrϕϕ − 4Nrrzz + 2Nzzzz) , (13)
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n10 = n01 = −
√

2

3
(Nrrrr +Nrrϕϕ −Nrrzz −Nzzzz) ,

n22 = Nrrrr −Nrrϕϕ, n33 = Nrϕrϕ, n44 = n55 = Nzrzr.

Отметим, что структура тензора n для цилиндрически-ортотропного материала
совпадает со структурой этого тензора для тетрагонального материала [2].

Если рассматривать тензор n как образ тензора упругости материала в шести-
мерном пространстве, то тензорно-линейные соотношения между напряжениями и
деформациями (1) можно записать в пространстве тензора деформаций εεε:

t = n · e, (14)
причем тензор n в формуле (14) имеет компоненты, связанные с компонентами тен-
зора упругости соотношениями (13).
Нелинейные соотношения для цилиндрически-ортотропного материа-

ла. При рассмотрении нелинейных определяющих соотношений для цилиндрически-
ортотропного материала будем использовать в качестве основной гипотезы сформу-
лированный А. А. Ильюшиным [4] частный постулат изотропии, который в работах [2,
5, 6] был обобщен на случай анизотропных материалов.

Первоначально частный постулат изотропии был сформулирован А. А. Ильюши-
ным для случая малых деформаций начально изотропного материала. Согласно част-
ному постулату образ процесса деформирования начально-изотропного тела инвари-
антен относительно не только ортогональных преобразований, связанных с выбором
начальной системы координат, но и произвольных преобразований вращения и от-
ражения в пятимерном девиаторном подпространстве. Так как при таких преобра-
зованиях изменяются третьи инварианты тензоров напряжений и деформаций, то
частный постулат требует, чтобы инварианты такого типа явно не входили в функ-
ционалы, определяющие свойства материала. В соответствии с частным постулатом
вектор напряжений в каждой точке траектории деформирования определяется толь-
ко параметрами, характеризующими внутреннюю геометрию проекции траектории в
пятимерное девиаторное подпространство. В работе [7] предложено обобщение част-
ного постулата на случай конечных деформаций, частично обоснованное в опытах с
тонкостенными трубками [8].

Для того чтобы сформулировать обобщение частного постулата на случай анизо-
тропных материалов, рассмотрим понятие собственных упругих состояний материала.
По определению Я. Рыхлевского [9] собственным тензором оператора N (собственным
упругим состоянием) называется тензор деформаций εεεα, для которого

N · ·ωωωα = λαωωωα, ωωωα = (εεεα · ·εεεα)−
1
2 εεεα.

В шестимерном пространстве это определение принимает вид:

n ·ωωωα = λαωωωα, (15)
причем вектор ωωωα является шестимерным образом тензора ωωωα.

Если для некоторого материала все шесть собственных значений λα различны, то
разложение тензора n по собственному базису имеет вид:

n =

6∑
α=1

λαωωωαωωωα.
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При наличии корня характеристического уравнения λα кратности k соответствующая
ему часть разложения тензора n имеет вид:

n(α) = λα (ωωωαωωωα +ωωωα+1ωωωα+1 + . . .+ωωωα+k−1ωωωα+k−1) .

В общем случае разложение тензора n по собственному базису представляется в
виде:

n =
n∑

α=1

λαΩΩΩα, (16)

где n — число различных корней характеристического уравнения, базисные тензоры
ΩΩΩα, соответствующие однократному корню λα, имеют вид ΩΩΩα = ωωωαωωωα, а соответству-
ющие корню кратности k — ΩΩΩα = ωωωαωωωα +ωωωα+1ωωωα+1 + . . .+ωωωα+k−1ωωωα+k−1.

Для изотропного и анизотропных материалов различных типов собственные значе-
ния и собственные векторы определены в работе [2]. Полученные результаты хорошо
согласуются с результатами других авторов [9, 10].

В работе [2] показано, что триклинные, моноклинные и ромбические материалы
имеют по шесть различных собственных значений и по шесть собственных подпро-
странств, причем все они одномерные. Тетрагональные материалы имеют четыре од-
нократных собственных значения и одно двукратное, которым соответствуют четы-
ре одномерных собственных подпространства и одно двумерное. У гексагональных
и тригональных материалов по два однократных и по два двукратных собственных
значений. У этих материалов по два одномерных и по два двумерных собственных
подпространства. Кубические материалы имеют три различных собственных значе-
ния: однократное, двукратное и трехкратное — и три собственных подпространства:
одномерное, двумерное и трехмерное. Изотропный материал имеет два различных
собственных значения: однократное и пятикратное — и два собственных подпростран-
ства: одномерное и пятимерное (девиаторное).

В работах [2],[11] сформулированы две формы обобщения частного постулата для
начально анизотропных материалов: общая и предельная. В соответствии с общей
формой обобщения частного постулата на случай анизотропных материалов образ про-
цесса с траекторией деформирования, расположенной в собственном подпростран-
стве материала, инвариантен относительно группы собственных ортогональных
преобразований.

Из этого обобщения следует, что в каждом неодномерном собственном подпростран-
стве процесс определяется только внутренней геометрией траектории и не зависит от
ориентации относительно базисных векторов этого подпространства. Если траектория
деформирования материала полностью расположена в собственном подпространстве,
то приведенная формулировка обобщения частного постулата допускает наличие со-
ставляющей вектора напряжений ∆t, ортогональной собственному подпространству.
Отметим, что отклонение ∆t является величиной второго порядка малости и не за-
висит от ориентации траектории деформирования относительно базисных векторов
собственного подпространства.

В соответствии с предельной формой обобщения частного постулата образ процес-
са с траекторией деформирования, расположенной в собственном подпространстве,
также расположен в этом подпространстве. В этом случае связь между напряже-
ниями и деформациями может быть представлена в виде:
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t(α) =
m∑
i=1

Ai(α)r
(α)
i , (17)

где Ai(α)

[
s(α)(t), κ

1
(α), κ

2
(α), . . . , κ

m−1
(α)

]
— функционал процесса деформирования e(α)(t),

m и r
(α)
i — размерность и базис собственного подпространства.

В соответствии с ограничениями, накладываемыми на определяющие соотношения
предельной формой частного постулата изотропии в виде (17), связь между напря-
жениями и деформациями должна содержать только линейные и квадратичные ин-
варианты, характеризующие материалы различных типов [2], [11].

Конкретизируем соотношения (17) для цилиндрически-ортотропного материала.
Для этого определим его собственные упругие состояния. Как указано выше, тензор
упругости для цилиндрически-ортотропного материала в трехмерном пространстве
имеет вид (2). В соответствии с соотношениями (13) в шестимерном пространстве с
базисными векторами iα матрица компонент этого тензора имеет представление:

(n) =


n00 n01 0 0 0 0
n01 n11 0 0 0 0
0 0 n22 0 0 0
0 0 0 n33 0 0
0 0 0 0 n44 0
0 0 0 0 0 n44

 . (18)

Составим характеристическое уравнение для тензора n:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n00 − λ n01 0 0 0 0
n01 n11 − λ 0 0 0 0
0 0 n22 − λ 0 0 0
0 0 0 n33 − λ 0 0
0 0 0 0 n44 − λ 0
0 0 0 0 0 n44 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Собственные значения тензора n в этом случае равны

λ1,2 =
1

2

(
n00 + n11 ±

√
(n00 − n11)2 + 4n2

01

)
,

λ3 = n22, λ4 = n33, λ5 = λ6 = n44, (19)
а собственные векторы определяются соотношениями

ωωω1 = i0 cosϕ+ i1 sinϕ, ωωω2 = −i0 sinϕ+ i1 cosϕ, (20)

ωωω3 = i2, ωωω4 = i3, ωωω5 = i4, ωωω6 = i5,

где угол ϕ выражается через компоненты nαβ :

tgϕ =
2n01

n00 − n11 +
√

(n00 − n11)2 + 4n2
01

. (21)

С учетом (13) выражения для собственных значений тензора упругости через кон-
станты упругости цилиндрически-ортотропного материала имеют вид:



ВАРИАНТ НЕЛИНЕЙНЫХ ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ СООТНОШЕНИЙ 35

λ1,2 =
1

2

(
Nrrrr +Nzzzz +Nrrϕϕ ±

√
(Nrrrr −Nzzzz +Nrrϕϕ)2 + 8N2

rrzz

)
,

λ3 = Nrrrr −Nrrϕϕ, λ4 = Nrϕrϕ, λ5 = λ6 = Nzrzr. (22)
Соответственно соотношение (21) преобразуется к виду

tgϕ =
−2
√

2 (Nrrrr +Nrrϕϕ −Nrrzz −Nzzzz)

(Nrrrr −Nzzzz +Nrrϕϕ + 8Nrrzz) +
√
D
, (23)

где D = (Nrrrr −Nzzzz +Nrrϕϕ + 8Nrrzz)
2 + 8 (Nrrrr +Nrrϕϕ −Nrrzz −Nzzzz)

2.
Закон Гука (14), в соответствии с полученными результатами может быть записан

в виде:

t = λ1 (e ·ωωω1)ωωω1 + λ2 (e ·ωωω2)ωωω2 + λ3e2i2 + λ4e3i3 + λ5e · (i4i4 + i5i5) .

Таким образом, цилиндрически-ортотропные материалы так же, как и тетраго-
нальные, имеют пять собственных подпространств: четыре одномерных с базисами
ΩΩΩ1 = ωωω1ωωω1, ΩΩΩ2 = ωωω2ωωω2, ΩΩΩ3 = i2i2, ΩΩΩ4 = i3i3 и единственное двумерное собственное под-
пространство с базисом ΩΩΩ5 = i4i4 + i5i5. В соответствии с этим могут быть определены
два линейных и три квадратичных инварианта деформаций.

Линейные инварианты относительно группы симметрии материала тензоров дефор-
маций и напряжений определяются [2, 11] как скалярные произведения их шестимер-
ных образов e и t и единичного собственного вектора ωωωα:

eα = e ·ωωωα, tα = t ·ωωωα, α = 1, 2, . . . ,m, (24)
гдеm — количество инвариантных базисных векторов для рассматриваемого типа ма-
териала, определяющее размерность линейного инвариантного пространства, — или
как скалярные произведения векторов e и t и базисных векторов линейного инвари-
антного подпространства:

eα = e · iα, tα = t · iα, α = 0, 1, . . . ,m− 1.

Для цилиндрически-ортотропного материала m = 2 поэтому существуют два линей-
ных инварианта:

e0 = e · i0 и e1 = e · i1 (25)
или

e0 =
1√
3

(ε11 + ε22 + ε33) и e1 =
1√
6

(2ε33 − ε11 − ε22) . (26)

Из выражений для e0 и e1 следует, что линейными инвариантами являются также
величины ε11 + ε22 и ε33.

Квадратичные инварианты тензоров деформаций и напряжений определяются че-
рез базисные тензоры квадратичных инвариантных подпространств ΩΩΩ выражения-
ми [2]

s2
(γ) = e ·ΩΩΩ · e, t2(γ) = t ·ΩΩΩ · t.

Квадратичными инвариантами деформаций для цилиндрически-ортотропного ма-
териала являются длины векторов — проекций вектора деформаций в квадратичные
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инвариантные подпространства с базисными тензорами ΩΩΩ: e(γ) = e · ΩΩΩ, γ = 3, 4, 5,
которые определяются по формулам

s2
(3) = e · i2i2 · e = e2

2, s2
(4) = e · i3i3 · e = e2

3, s2
(5) = e · (i4i4 + i5i5) · e = e2

4 + e2
5 (27)

или
s2

(3) = (ε11 − ε22)2 , s2
(4) = ε2

12, s2
(5) = ε2

23 + ε2
31. (28)

В работах [11], [12] предложен вариант нелинейных определяющих соотношений,
связывающих напряжения и деформации в анизотропных материалах и удовлетво-
ряющих предельной форме обобщения частного постулата А. А. Ильюшина. Для
цилиндрически-ортотропного материала, в соответствии с найденными линейными
(25) и квадратичными (27), инвариантами нелинейные определяющие соотношения
могут быть записаны в виде:

t =

α,β=1∑
α,β=0

(
nαβ +

∂nαβ

∂eα
eα

)
eβiα +

γ=5∑
γ=3

2

(
Gγ +

∂Gγ

∂s2
(γ)

s2
(γ)

)
e(γ). (29)

Если в соотношениях (29) nαβ , 2Gγ — постоянные, то при бесконечно малых де-
формациях эти соотношения совпадают с законом Гука. Будем считать, что функции
nαβ (eα, eβ), α, β = 0, 1 зависят только от линейных инвариантов тензора деформаций,
а функции 2Gγ

(
s(γ)

)
, γ = 3, 4, 5 — только от квадратичных инвариантов в соответ-

ствующих подпространствах, то есть процессы в различных инвариантных подпро-
странствах протекают независимо. С учетом этого предположения соотношения (29)
удовлетворяют предельной форме обобщения частного постулата А. А. Ильюшина.

Конкретизируем вид функций nαβ (eα, eβ), α, β = 0, 1, 2Gγ
(
s(γ)

)
, γ = 3, 4, 5. Наи-

меньшее число констант эти функции содержат, если они зависят от своих аргументов
линейным образом:

nαβ (eα, eβ) = nαβ0 + n̄αβ (eα + eβ) , α, β = 0, 1,

Gγ
(
s(γ)

)
= Gγ0 + Ḡγs(γ), γ = 3, 4, 5. (30)

В соотношениях (30) nαβ0 , n̄αβ , Gγ0 , Ḡ
γ — постоянные.

Подставляя (30) в (29), получим выражения для компонент вектора напряжений в
шестимерном пространстве в виде:

t0 =
(
n00

0 + 3n̄00e0 + n̄01e1

)
e0 +

(
n01

0 + n̄01 (e0 + e1)
)
e1,

t1 =
(
n01

0 + n̄01 (e0 + e1)
)
e0 +

(
n11

0 + n̄01e0 + 3n̄11e1

)
e1,

t2 =
(
2G3

0 + 3Ḡ3 |e2|
)
e2, t3 =

(
2G4

0 + 3Ḡ4 |e3|
)
e3, (31)

t4 =

(
2G5

0 + 3Ḡ5
√
e2

4 + e2
5

)
e4, t5 =

(
2G5

0 + 3Ḡ5
√
e2

4 + e2
5

)
e5.

Соотношения (31) записаны в пространстве меры деформаций Коши–Грина, при-
чем векторы e и t являются шестимерными образами тензоров εεε и T (4).

Задача об идентификации предложенного варианта определяющих соотношений
(31) состоит в экспериментальном определении пяти функций nαβ (eα, eβ), α, β = 0, 1,
2Gγ

(
s(γ)

)
, γ = 3, 4, 5, которые с учетом принятых представлений (30) содержат 12 кон-

стант. Шесть из этих констант связаны с константами упругости, входящими в закон
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Гука для цилиндрически-ортотропного материала соотношениями (13). Предлагает-
ся для определения констант, входящих в нелинейные соотношения (31), провести
четыре эксперимента с цилиндрическими образцами, ось которых совпадает с осью
цилиндрической анизотропии. К этим экспериментам отнесем растяжение сплошного
цилиндра, раздачу полого цилиндра внутренним давлением, цилиндрический и про-
дольный сдвиги.

Свойства материалов обычно определяют из одноосных экспериментов со стержне-
выми образцами или из двухосных экспериментов с тонкостенными трубками, кото-
рые позволяют реализовывать сложное нагружение: растяжение с действием внутрен-
него (внешнего) давления, растяжение с кручением. Основным преимуществом таких
экспериментальных образцов является однородность напряженно-деформированного
состояния, реализуемого в них. Главным недостатком таких экспериментов является
невозможность достижения больших деформаций из-за потери устойчивости тонко-
стенных трубок. Альтернативным подходом к проведению экспериментов по конеч-
ному деформированию является использование образцов, в которых создается неод-
нородное напряженно-деформированное состояние. В частности, можно использовать
сплошные и полые цилиндрические образцы. Обработка экспериментов с такими об-
разцами связана с необходимостью разработки математических моделей конечного
деформирования цилиндрических образцов с целью определения связи между функ-
циями, описывающими распределение напряжений и деформаций во внутренних точ-
ках образцов, и измеряемыми в опытах силовыми и геометрическими параметрами.

Функции (30) могут быть идентифицированы в четырех опытах с цилиндрическими
образцами: 1) опыте на растяжение сплошного цилиндрического образца (измеряемые
величины: осевая сила, удлинение и изменение наружного радиуса цилиндра); 2) опы-
те на раздачу полого толстостенного цилиндра внутренним давлением при зажатых
торцах (измеряемые величины: внутреннее давление, изменение наружного и внутрен-
него радиусов цилиндра); 3) опыте на цилиндрический сдвиг (измеряемые величины:
момент на подвижной наружной обойме, угол закручивания наружной поверхности
цилиндра); 4) опыте на продольный сдвиг (измеряемые величины: усилие на подвиж-
ной наружной обойме, величина сдвига наружной поверхности цилиндра). Второй
опыт можно заменить экспериментом на кручение цилиндра с зажатыми торцами
(измеряемые величины: крутящий момент, угол закручивания на наружной поверх-
ности и изменение наружного радиуса цилиндра) либо провести такой эксперимент
для верификации определенных материальных функций. Схемы используемых экс-
периментов приведены на рисунках 1–5.

Рис. 1. Схема эксперимента на одноосное растяжение цилиндра
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Рис. 2. Схема эксперимента по нагружению цилиндра внутренним давлением

Рис. 3. Схема эксперимента по кручению цилиндра

Рис. 4. Схема эксперимента по продольному сдвигу цилиндра

Рис. 5. Схема эксперимента по цилиндрическому сдвигу цилиндра

Отметим, что экспериментальные методики, которые предлагается использовать
для идентификации определяющих соотношений, известны и подробно рассмотрены
в работах [13]–[16] и др.
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M. Yu. Sokolova, D. V. Khristich, V. S. Chikov

A VARIANT OF NONLINEAR CONSTITUTIVE RELATIONS FOR A
CYLINDRICALLY ORTHOTROPIC MATERIAL

Tula State University, Tula, Russian

Abstract. The structure of the elasticity tensor for cylindrically orthotropic material is analyzed.
For such material nonlinear constitutive relations, which satisfy a generalization of the partial
postulate of isotropy and take into account finite deformations, are written. An experimental
program allowing to identify the proposed constitutive relations is specified.

Keywords: constitutive relations, anisotropic materials, finite deformations, experiment.
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