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Аннотация. Рассматривается предельное состояние неоднородной трубы, находящейся под
действием внутреннего давления. Материал предполагается неоднородным и обладающим
свойствами анизотропии в пластической области. Неоднородность материала заключается в
том, что предел текучести зависит от координат, причем он постоянен вдоль концентрических
окружностей. Определено предельное состояние трубы в первом приближении.

Ключевые слова: пластичность, неоднородность, труба, анизотропия.

УДК: 539.3+624.073

Рассмотрим толстостенную трубу радиусов a, b; a < b, которая находится под
действием внутреннего давления p (рис. 1). Условие пластичности примем в виде [2]:

Рис. 1. Толстостенная труба радиусов a, b; a < b
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A

(
σx − σy

2
− k1 − k2

2

)2

+B (τxy − k3)2 = k2
xy, k1, k2, k3 −−const, (1)

где σx, σy, τxy −− компоненты напряжения в декартовой системе координат.
Положим

kxy = k0 + δc(x2 + y2), k0, c−−сonst, (2)
где δ – малый безразмерный параметр.

Связь между напряжениями в декартовой системе координат x, y и напряжениями
в полярной системе координат ρ, θ имеет следующий вид:

σx =
σρ+σθ

2 +
σρ−σθ

2 cos 2θ + τρθ sin 2θ,

σy =
σρ+σθ

2 − σρ−σθ
2 cos 2θ − τρθ sin 2θ,

τxy = −σρ−σθ
2 sin 2θ + τρθ cos 2θ.

(3)

Перейдем к полярным координатам:

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ. (4)
Из (1) – (4) получим пластичности в полярных координатах:

(σρ − σθ)2 [A cos2 (2θ) +B sin2 (2θ)
]

+ 4τ2
ρθ

[
A sin2 (2θ) +B cos2 (2θ)

]
+
[
A (k1 − k2)2 + 4Bk2

3

]
+ 2 (σρ − σθ) τρθ (A−B) sin (4θ)−

−4τρθ [sin (2θ) (k1 − k2) + 2 cos (2θ) k3]−
−2 (σρ − σθ) [cos (2θ) (k1 − k2)− 2k3 sin (2θ)] =

= 4
(
1 + cδρ2

(
cos2 (θ) + sin2 (θ)

))2
.

(5)

Положим, что

a

ρ
(0)
s

= α,
b

ρ
(0)
s

= β,

k1 = δ1k
′
1, k2 = δ1k

′
2, k3 = δ1k

′
3.

Уравнения равновесия в полярной системе координат имеют следующий вид:{
∂σρ
∂ρ + 1

ρ
∂τρθ
∂θ +

σρ−σθ
ρ = 0,

∂τρθ
∂ρ + 1

ρ
∂σθ
∂θ +

2τρθ
ρ = 0.

(6)

Положим, что искомое решение зависит от некоторого параметра δ, будем искать
решение в виде:

σij = σ
(0)
ij + σ

(I)
ij δ + σ

(II)
ij δ2 + ... , (7)

Согласно (2) предел текучести k сохраняет постоянное значение вдоль концентри-
ческих окружностей

c
(
x2 + y2

)
= d, d− const (8)

и изменяется в зависимости от изменения величины d.
Будем считать, что на внутренней поверхности трубы действует постоянное давле-

ние p, а внешняя поверхность свободна от усилий.
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Положим, что искомое решение зависит от некоторого параметра δ, будем искать
решение в виде (7).

В исходном нулевом приближении имеет место осесимметричное состояние трубы:

τ
(0)
ρθ = 0. (9)

Из (1), (7), (9) имеет место

σ(0)p
ρ − σ(0)p

θ = −2. (10)

Решая совместно (6), (9), (10), получим

σ(0)p
ρ = 2 ln ρ+ C, σ

(0)p
θ = 2 + 2 ln ρ+ C, (11)

где С – const.
Предположим, что на внутренней границе действует постоянное давление p, внеш-

няя граница трубы свободна от усилий:

σ(0)p
ρ

∣∣∣
ρ=α

= −p. (12)

Из (11), (12) имеют место

σ(0)p
ρ = −p+ 2 ln

ρ

α
, σ

(0)p
θ = −p+ 2 + 2 ln

ρ

α
. (13)

Из (5), (7), (10) получим:

σ
(I)
θn − σ

(I)
ρn = 2cρ2 +

[
a+b

2 + a−b
2 cos (4θ)

]
− k1 cos (2θ) +

+k2 cos (2θ) + 2k3 sin (2θ) .
(14)

Уравнения равновесия (6) удовлетворим, полагая, что

σ′ρ
p

=
1

ρ

∂Φ

∂ρ
+

1

ρ2

∂2Φ

∂θ2
, σ′θ

p
=
∂2Φ

∂ρ2
, τ ′ρθ

p
= − ∂

∂ρ

(
1

ρ

∂Φ

∂θ

)
. (15)

Из (14, (15) получим:

ρ2 ∂2Ф
∂ρ2 − ρ∂Ф

∂ρ −
∂2Ф
∂θ2 = 2сρ4 + ρ2 (G+H cos (4θ)) +

+ρ2 cos (2θ) (k2 − k1) + 2k3ρ
2 sin (2θ) ,

(16)

где

G =

(
a+ b

2

)
, H =

(
a− b

2

)
.

В первом приближении граничные условия согласно [1] имеют следующий вид:

σ′ρ
p|ρ=α = 0,

τ ′ρθ
p|ρ=α = 0.

(17)

Решение в пластической зоне будет определяться из (16, (17):
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σ′p
p = sin(2θ)

8ρ

[
8k3α

(√
3 sin

(√
3 ln ρ

)
+ cos

(√
3 ln ρ

))
cos
(√

3 lnα
)
−

−
(
8k3α

(√
3 cos

(√
3 ln ρ

)
− sin

(√
3 ln ρ

))
sin
(√

3 lnα
))
− 8k3ρ

]
+

+ cos(2θ)
8ρ

[(
−4 (k1 − k2)α

√
3 sin

(√
3 ln ρ

)
+ cos

(√
3 ln ρ

))
cos
(√

3 lnα
)

+

+
(
4 (k1 − k2)α

√
3 cos

(√
3 ln ρ

)
− sin

(√
3 ln ρ

))
sin
(√

3 lnα
)

+ 4 (k1 − k2) ρ
]

+

+ cos(4θ)
8ρ

[(
Hα

(√
15
)

sin
(√

15 ln ρ
)

+ 7 cos
(√

15 ln ρ
))

cos
(√

15 lnα
)
−

−
(
Hα

(√
15
)

cos
(√

15 ln ρ
)
− 7 sin

(√
15 ln ρ

))
sin
(√

15 lnα
)
− 7Hρ

]
+

+с ρ
2

α2 +G ln
( ρ
α

)
,

σ′θ
p = sin(2θ)

8ρ

[
8k3α

(√
3 sin

(√
3 ln ρ

)
+ cos

(√
3 ln ρ

))
cos
(√

3 lnα
)
−

−
(
8k3α

(√
3 cos

(√
3 ln ρ

)
− sin

(√
3 ln ρ

))
sin
(√

3 lnα
))

+ 8k3ρ
]

+

+ cos(2θ)
8ρ

[(
−4 (k1 − k2)α

√
3 sin

(√
3 ln ρ

)
+ cos

(√
3 ln ρ

))
cos
(√

3 lnα
)

+

+
(
4 (k1 − k2)α

√
3 cos

(√
3 ln ρ

)
− sin

(√
3 ln ρ

))
sin
(√

3 lnα
)
− 4 (k1 − k2) ρ

]
+

+ cos(4θ)
8ρ

[(
Hα

(√
15
)

sin
(√

15 ln ρ
)

+ 7 cos
(√

15 ln ρ
))

cos
(√

15 lnα
)
−

−
(
Hα

(√
15
)

cos
(√

15 ln ρ
)
− 7 sin

(√
15 ln ρ

))
sin
(√

15 lnα
)

+Hρ
]

+

+с3ρ2

α2 +G ln (ρ+ 1) ,

(18)

τ ′ρθ
p = sin(2θ)

240ρ

[
−240α

(
k2−k1

2

) (
cos
(√

3 ln ρ
)
− 1

2 sin
(√

3 ln ρ
))

cos
(√

3 lnα
)
−

−240α
√

3 sin
(√

3 lnα
) (

k2−k1
2

) (
cos
(√

3 ln ρ
)

+

+ 1
6 sin

(√
3 ln ρ

))
sin
(√

3 lnα
)

+ 60ρ (2k2 − 2k1)
]

+

+ cos(2θ)
240ρ

[
−240αk3

(
cos
(√

3 ln ρ
)
− 1

2 sin
(√

3 ln ρ
))

cos
(√

3 lnα
)
−

−240αk3 sin
(
cos
(√

3 ln ρ
)

+ 1
6 sin

(√
3 ln ρ

))
sin
(√

3 lnα
)
− 240ρk3

]
+

+ sin(4θ)
240ρ

[
−60αH

(
cos
(√

15 ln ρ
)
− 1

4 sin
(√

15 ln ρ
))

cos
(√

15 lnα
)
−

−60Hα
√

15 sin
(√

15 lnα
) [

cos
(√

15 ln ρ
)

+ 1
60α sin

(√
15 ln ρ

)]
+ 60ρH

]
.

Таким образом (18) полностью описывают напряженное состояние неоднородно-
анизотропной трубы в первом приближении.
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A. V. Nikitin
THE QUESTION OF THE ULTIMATE STATE INHOMOGENEOUS PIPE

UNDER INTERNAL PRESSURE

Cheboksary institute (branch) of the Moscow polytechnic university, Cheboksary, Russia

Abstract. Considered is limit state of the inhomogeneous pipe under internal pressure. The
material is assumed heterogeneous, and possess the properties of anisotropy in the plastic region.
The heterogenity of the material is that pre-turnover depends on the coordinates, and it is constant
along concentric circles. Defined is limit state of the pipe in the first approximation.

Keywords: plasticity, heterogenity, pipe, anisotropy.
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