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Аннотация. В работе рассмотрено кручение идеальнопластического цилиндрического
стержня с круговым сечением, содержащим включение в виде квадрата, определено напря-
женное состояние стержня, найдены линии разрыва напряжений, построено поле характери-
стик.
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Кручение изотропных цилиндрических и призматических идеальнопластических
стержней рассмотрено в работах [1], [2].

Кручение анизотропных и неоднородных идеальнопластических стержней исследо-
вано в [1]–[6].

Рассмотрим круговой цилиндрический идеальнопластический стержень, ориенти-
рованный в прямоугольной системе координат xyz.

Ось z направлена параллельно образующим стержня. Сечение стержня плоскостью
z = const есть круг радиуса R.

Предположим, что стержень состоит из двух изотропных частей, разделенных хор-
дой AB: y = b (рис. 1).

Стержень закручивается вокруг оси z равными и противоположными парами сил.
Боковая поверхность стержня считается свободной от нагрузок.

Напряженное состояние стержня определяется соотношениями:

σx = σy = σz = τxy = 0,
τxz = τxz (x, y) , τyz = τyz (x, y) ,

(1)

условиями пластичности

τ2
xz + τ2

yz = k2
1 (2)
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Рис. 1

в области I,

τ2
xz + τ2

yz = k2
2 (3)

в области II,
уравнением равновесия

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0, (4)

где k1 < k2.
Согласно [2] характеристики соотношения (4) есть прямые, ортогональные вектору

касательного напряжения

τ̄ = τxz ī+ τyz j̄, (5)

где ī, j̄ – орты осей x и y соответственно, которые не меняются вдоль характеристики
и направлены по касательной к контуру поперечного сечения стержня.

На линии неоднородности AB неизбежен скачок касательных напряжений, поэтому
при переходе через кривую AB вектор касательного напряжения τ̄ , а соответственно
и характеристики соотношения (4), меняют свое направление. Это приводит к допол-
нительной линии разрыва напряжений ACB области II (рис. 2).

В области, ограниченной кривой ACB, характеристики соотношения (4) задаются
уравнением

y = b− (x+ b tgα) ctg β, (6)

а вектор касательного напряжения имеет вид:
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τ̄ACB = k2(̄i cosβ + j̄ sinβ); (7)

где x0 ∈
(
−
√
R2 − b2,

√
R2 − b2

)
, sinα = x0/R, cosα = −

√
R2 − x2

0/R, sinβ =

k1/k2 sinα, cosβ = −
√
k2

2 − k2
1 sin2 α/k2.

Рис. 2

Уравнение линии разрыва напряжений ACB имеет вид:

dy

dx
= −x−

√
x2 + y2 cosβ

y +
√
x2 + y2 sinβ

. (8)

Рассмотрим цилиндрический стержень с круговым сечением, в случае, когда стер-
жень содержит включение, поперечное сечение которого есть квадрат ABB1A1 со
стороной

√
2R (рис. 3).

Пусть условие пластичности в квадрате имеет вид (3), а вне ее – (2). В этом слу-
чае в квадрате появятся две дополнительные линии разрыва напряжений, которые
совпадают с его диагоналями.

Характеристики соотношения (4) определяются уравнениями

y =
R√
2
−
(
x+

R√
2

tgα

)
ctg β1 (9)

в треугольнике AOB,

y = − R√
2
−
(
x− R√

2
tgα

)
ctg β1 (10)
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Рис. 3

в треугольнике A1OB1,

y = − R√
2

ctgα−
(
x− R√

2

)
ctg β2 (11)

в треугольнике BOB1,

y = − R√
2

ctgα−
(
x− R√

2

)
ctg β2 (12)

в треугольнике AOA1,
где sinβ1 = k1/k2 sinα, cosβ1 = −

√
k2

2 − k2
1 sin2 α/k2, cosβ2 = k1/k2 cosα, sinβ2 =

−
√
k2

2 − k2
1 cos2 α/k2, sinα = x0/R, cosα = −y0/R, x2

0 + y2
0 = R2.

На рисунках 2 и 3 жирными линиями нарисованы линии разрыва напряжений, а
тонкими линиями – характеристики.
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ABOUT TORSION OF HETEROGENEOUS CYLINDRICAL CORES WITH

CIRCULAR CUT

Moscow State Humanitarian and Economic University, Moscow, Russia

Abstract. In the work torsion of an ideal plastic cylindrical core with circular cut and with square
inclusion is considered. Tension of a core is defined, lines of a rupture of tension are found, the
field of characteristics is built.
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