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Аннотация. Первое из простейших нелинейных дифференциальных уравнений Риккати,
разновидность скалярного и матричного вида, широко применяется в теории оптимальных
фильтров Калмана–Бьюси для скалярного вида. Матричное дифференциальное уравнение
играет важную роль в теории гамильтоновых систем, в задачах оптимального управления,
экономики. Следующее из этой категории – уравнение Абеля – находит приложение в нели-
нейной оптике, нелинейной диффузии, нелинейной волновой теории. К ним следует добавить
уравнения Пенлеве, которые имеют прямое отношение к теории эволюционных процессов. Об-
щим свойством, объединяющим эти виды уравнений, является наличие подвижных особых
точек, которые относят эти уравнения к классу, в общем случае не разрешимых в квадра-
турах. Это обстоятельство и актуализирует развитие аналитического приближенного метода
решений этой категории уравнений. Рассматриваемый в работе класс уравнений также отно-
сится к этой категории; представлено доказательство теоремы существования решения рас-
сматриваемого класса уравнений в области аналитичности, основанного на методе мажорант,
применяемого к решению искомого уравнения, позволяющего построить аналитическое при-
ближенное решение и получить априорную оценку погрешности. Теоретические результаты
протестированы численным экспериментом.

Ключевые слова: нелинейное дифференциальное уравнение, задача Коши, метод мажо-
рант, окрестность подвижной особой точки, аналитическое приближенное решение, априор-
ная оценка погрешности.
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1) в теории оптимальных фильтров Калмана–Бьюси [1] и [2], в экономике [3], для
уравнений Риккати;

2) в нелинейной волновой теории [4]–[6], в задачах упругости [7], нелинейной диф-
фузии [8], уравнении Абеля;

3) интерес к уравнению Пенлеве связан с возможностью решения эволюционных
уравнений методом обратной задачи рассеяния. В этом случае вспомогательное урав-
нение, полученное редукцией эволюционного уравнения, относится к уравнениям без
подвижных критических особых точек, к уравнениям Пенлеве [9]–[11].

Решение поставленной задачи для рассматриваемого класса дифференциальных
уравнений основано на подходе, предложенном в работах [12]–[18].

Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение

y′′′ = a0(x)y5 + a1(x)y4 + a2(x)y3 + a3(x)y2 + a4(x)y + a5(x), (1)

которое с помощью замены переменной

y = G(x)u(x) + C(x) (2)

приводится к нормальной форме

y′′′ = y5 + r(x) (3)

при условиях
G(x) = A = const, C(x) = −A

5

5
a4(x), a0(x) =

A20

3125
a5

4(x) + C ′′′(x),

a1(x) =
A15

125
a4

4(x), a2(x) =
2A10

25
a3

4(x), a3(x) =
2A5

5
a2

4(x), a5(x) =
1

A5
.

(4)

Рассмотрим задачу Коши
y′′′ = y5 + r(x), (5)

y(x0) = y0, y′(x0) = y1, y′′(x0) = y2. (6)

Теорема 1. Пусть
1) r(x) ∈ C∞ в области

|x− x0| < ρ1, 0 < ρ1 = const; (7)

2) ∃Mn:
|rn(x0)|
n!

6Mn, Mn = const, n = 0, 1, 2, ... .
Тогда существует единственное решение задачи Коши (5)–(6) в виде:

y(x) =

∞∑
0

Cn(x− x0)n (8)

в области |x− x0| < ρ2, где

ρ2 = min

{
ρ1,

1
3
√

(M + 1)4

}
, M = max

{
|y0|, |y1|, |y2|, sup

n

|rn(x0)|
n!

}
, n = 0, 1, 2, ... .

Доказательство. На основании условий теоремы следует

r(x) =

∞∑
0

An(x− x0)n.
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Тогда с учетом (8) из уравнения (5) получаем
∞∑
0

Cn(x− x0)n−3n(n− 1)(n− 2) =
∞∑
0

C∗∗∗n (x− x0)n +
∞∑
0

An(x− x0)n,

где

C∗∗∗n =
n∑
0

CiC
∗∗
n−i, C∗∗n =

n∑
0

CiC
∗
n−i, C∗n =

n∑
0

CiCn−i, n = 0, 1, 2, ... .

Из последнего соотношения следует рекуррентное выражение для однозначного опре-
деления коэффициентов Cn:

n(n− 1)(n− 2)Cn = C∗∗∗n−3 +An−3, (9)

где коэффициенты Cn:

C3 =
1

6
(C5

0 +A0), C4 =
1

24
(5C1C

4
0 +A1), C5 =

1

60
(5C2C

4
0 + 10C2

1C
3
0 +A2), ... .

Аналитические выражения получены с помощью программируемых средств Maple.
На основе полученных выражений строим гипотезу для оценок коэффициентов Cn:

|C3k| 6
M(M + 1)4k

3k(3k − 1)(3k − 2)
= ϑ3k, |C3k+1| 6

M(M + 1)4k

3k(3k − 1)(3k + 1)
= ϑ3k+1,

|C3k+2| 6
M(M + 1)4k

3k(3k + 1)(3k + 2)
= ϑ3k+2.

Справедливость оценок основана на методе математической индукции. Проиллюстри-
руем случай n = 3k:

|C3k+3| 6
M(M + 1)4k+4

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
.

Из рекуррентного соотношения (9) следует

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)C3k+3 = C∗∗∗3k +A3k

или
(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)C3k+3 =

=
3k+3∑
i=0

Ci

3k+3−i∑
j=0

CiC3k+3−i−j

3k+3−i−j∑
l=0

CiC3k+3−i−j−l +A3k,

тогда

|C3k+3| 6
1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

(
k∑
i=0

M(M + 1)4i

3i∗(3i+ 1)(3i+ 2)
×

×
k−i∑
j=0

M(M + 1)4j

3(k − i− j)∗(3(k − i− j) + 1)(3(k − i− j) + 2)
×

× M(M + 1)4(k−i−j)

(3(k − i− j) + 3)(3(k − i− j) + 2)(3(k − i− j) + 1)
×

×
k−i−j∑
l=0

M(M + 1)4l

3(k − i− j − l)∗(3(k − i− j − l) + 1)(3(k − i− j − l) + 2)
×
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× M(M + 1)4(k−i−j−l)

(3(k − i− j − l) + 3)(3(k − i− j − l) + 2)(3(k − i− j − l) + 1)
+M

)
6

6
M(M + 1)4k

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

(
k∑
i=0

1

3i∗(3i+ 1)(3i+ 2)
×

×
k−i∑
j=0

1

3(k − i− j)∗(3(k − i− j) + 1)(3(k − i− j) + 2)
×

× 1

(3(k − i− j) + 3)(3(k − i− j) + 2)(3(k − i− j) + 1)
×

×
k−i−j∑
l=0

1

3(k − i− j − l)∗(3(k − i− j − l) + 1)(3(k − i− j − l) + 2)
×

× 1

(3(k − i− j − l) + 3)(3(k − i− j − l) + 2)(3(k − i− j − l) + 1)
+M

)
6

6
M(M + 1)4k+4

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
.

Аналогичным образом убеждаемся в справедливости оценок для вариантов n = 3k+1,
n = 3k + 2. Рассмотрим мажорирующий ряд для ряда (9):
∞∑
0

ϑn(x−x0)n =
∞∑
k=1

ϑ3k(x−x0)3k+
∞∑
k=1

ϑ3k+1(x−x0)3k+1 +
∞∑
k=1

ϑ3k+2(x−x0)3k+2. (10)

На основании признака Даламбера получаем область сходимости ряда (10):

|x− x0| <
1

3
√

(M + 1)4
.

Следовательно, с учетом пункта 1 теоремы получаем область

ρ2 = min

{
ρ1,

1
3
√

(M + 1)4

}
для представления решения уравнения (5) в виде (8).

Доказанная теорема 1 позволяет построить аналитическое приближенное решение

yN (x) =
N∑
0

Cn(x− x0)n. (11)

Теорема 2. Пусть выполняются пункты 1 и 2 теоремы 1, тогда для аналитиче-
ского приближенного решения (11) задачи (5)–(6) в области |x−x0| < ρ2 справедлива
оценка погрешности

∆yN (x) = |y(x)− yN (x)| 6 ∆,

которая в случае N + 1 = 3k имеет вид:

∆ 6
M(M + 1)

4(N+1)
3 |x− x0|N+1

1−M(M + 1)|x− x0|3
×
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×
(

1

N(N − 1)(N + 1)
+

|x− x0|
N(N + 1)(N + 2)

+
|x− x0|2

(N + 1)(N + 2)(N + 3)

)
,

для случая N + 1 = 3k + 1 получаем

∆ 6
M(M + 1)

4N
3 |x− x0|N+1

1−M(M + 1)|x− x0|3
×

×
(

1

N(N − 1)(N − 2)
+

|x− x0|
N(N − 1)(N + 1)

+
|x− x0|2

N(N + 1)(N + 2)

)
и для N + 1 = 3k + 2 будем иметь

∆ 6
M(M + 1)

4(N−1)
3 |x− x0|N+1

1−M(M + 1)|x− x0|3
×

×
(

1

(N − 1)(N − 2)(N − 3)
+

|x− x0|
N(N − 1)(N − 2)

+
|x− x0|2

N(N − 1)(N + 1)

)
,

ρ2 = min

{
ρ1,

1
3
√

(M + 1)4

}
, 0 < ρ2 = const,

M = max

{
|y0|, |y1|, |y2|, sup

n

|r(n)(x0)|
n!

}
, n = 0, 1, 2, ... .

Доказательство. По определению

∆yN (x) = |y(x)− yN (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

Cn(x− x0)n

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

ϑn(x− x0)n

∣∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

ϑ3k(x− x0)3k

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

ϑ3k+1(x− x0)3k+1

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

ϑ3k+2(x− x0)3k+2

∣∣∣∣∣ 6
6
∞∑
N+1

M(M + 1)4k

3k(3k − 1)(3k − 2)
|x− x0|3k +

∞∑
N+1

M(M + 1)4k

3k(3k − 1)(3k + 1)
|x− x0|3k+1 +

+

∞∑
N+1

M(M + 1)4k

3k(3k + 1)(3k + 2)
|x− x0|3k+2 6

6
M(M + 1)4k|x− x0|3k

3k(3k − 1)(3k − 2)

∞∑
k=1

(1 +M(M + 1)4k|x− x0|3k) +

+
M(M + 1)4k|x− x0|3k+1

3k(3k − 1)(3k + 1)

∞∑
k=1

(1 +M(M + 1)4k|x− x0|3k) +

+
M(M + 1)4k|x− x0|3k+2

3k(3k + 1)(3k + 2)

∞∑
k=1

(1 +M(M + 1)4k|x− x0|3k) =

=
M(M + 1)4k|x− x0|3k

1−M(M + 1)|x− x0|3

(
1

3k(3k − 1)(3k − 2)
+

|x− x0|
3k(3k − 1)(3k + 1)

+

+
|x− x0|2

3k(3k + 1)(3k + 2)

)
=
M(M + 1)

4(N+1)
3 |x− x0|N+1

1−M(M + 1)|x− x0|3
×
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×
(

1

N(N − 1)(N + 1)
+

|x− x0|
N(N + 1)(N + 2)

+
|x− x0|2

(N + 1)(N + 2)(N + 3)

)
.

Аналогичным образом получаем структуры оценок для вариантов N + 1 = 3k + 1,
N + 1 = 3k + 2 в области

ρ2 = min

{
ρ1,

1
3
√

(M + 1)4

}
,

где

0 < ρ1 = const, M = max

{
|y0|, |y1|, |y2|, sup

n

|r(n)(x0)|
n!

}
, n = 0, 1, 2, ... .

Пример. y′′′ = y5(x) + x, y(0) = 1, y′(0) =
1

4
, y′′(0) =

1

2
. Приближенное решение в

области аналитичности:
x1 y4(x1) ∆1 ∆2

0, 35 1, 157 0, 011 0, 0002

где y4(x1) — приближенное решение (11); ∆1 — априорная оценка, теорема 2; ∆2 —
апостериорная оценка. Для ∆2 = 0, 0002 по теореме 2 определяем N = 12. Слагае-
мые с N = 5 по 12 в общей сумме не превышают требуемой точности ε = 2 · 10−4,
следовательно, приближенное решение y4(x) имеет погрешность ε = 0, 0002.

Заключение. Предложенный метод мажорант в доказательстве теоремы суще-
ствования позволяет построить аналитическое приближенное решение, оценить его
погрешность и оптимизировать с помощью апостериорной оценки погрешности.
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AN EXISTENCE THEOREM FOR THE SOLUTION OF A CLASS
OF A THIRD-ORDER NONLINEAR DIFFERENTIAL EQUATION WITH

POLYNOMIAL RIGHT-HAND SIDE OF THE FIFTH DEGREE
IN THE DOMAIN OF ANALYTICITY

National Research Moscow State University of Civil Engineering, Moscow

Abstract. The first of Riccati’s simplest nonlinear differential equations, is a kind of scalar and
matrix form, is widely used in the theory of optimal Kalman–Bucy filters for the scalar form.
The matrix differential equation plays an important role in the theory of Hamiltonian systems,
in problems of optimal control, of economics. The following Abel equation from this category
finds application in nonlinear optics, nonlinear diffusion, nonlinear wave theory. They should be
supplemented by the Painleve equations, which are directly related to the theory of evolutionary
processes. A common property that unites these types of equations is the presence of movable
singular points that classify these equations in a general case that are not solvable in quadratures.
This circumstance also actualizes the development of an analytic approximate method of solutions
of this category of equations. The class of equations considered in this paper also belongs to this
category. In this paper we prove the existence theorem for the solution of the class of equations
under consideration in the analyticity region based on the majorant method applied to the solution
of the desired equation, which allows us to construct an analytical approximate solution and obtain
an a priori estimate of the error. Theoretical results are tested by the numerical experiment.
Keywords: nonlinear differential equation, Cauchy problem, majorant method, neighborhood of
a movable singular point, analytic approximate solution, priori error estimate.
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