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Аннотация. В работе рассматривается равномерное растяжение тонкой пластины, ослаблен-
ной эллиптическим отверстием, из анизотропного упругопластического материала при усло-
вии сопротивления отрыву. При решении задачи используются соотношения, полученные в
работах [1], [2]. Свойства анизотропии вводятся согласно идеям Хилла [3]. Методом мало-
го параметра определены компоненты напряжения и граница, разделяющая пластическую и
упругую зоны.

Ключевые слова: пластичность, упругость, линеаризация, напряжение, отрыв, анизотро-
пия.

УДК: 539.374

Рассмотрим тонкую пластину из анизотропного идеальнопластического материала,
ослабленную отверстием эллиптической формы. Уравнение контура эллиптического
отверстия запишем в виде

x2

a2(1 + ε)2 +
y2

a2(1− ε)2 = 1. (1)

При ε = 0 согласно (1) имеет место круговое отверстие радиуса a. Условие пластич-
ности для изотропного материала можно записать в виде

(σx − p0)(σy − p0)− τ2
xy = 0, p0 = const, (2)
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где σx, σy, τxy — компоненты напряжения в декартовой системе координат. Следуя
идеям Хилла [3], условие пластичности для анизотропного материала примем в виде

(Ãσx − p0)(B̃σy − p0)− C̃τ2
xy = 0, Ã, B̃, C̃, p0 = const. (3)

Константы анизотропии Ã, B̃, C̃ могут быть определены экспериментальным путем

σx = p0
Ã
, σy = τxy = 0,

σy = p0
B̃
, σx = τxy = 0,

τxy =
p20
C̃
, σx = σy = 0.

(4)

Перейдем к полярной системе координат. Связь между напряжениями в декартовой
системе координат xy и напряжениями в полярной системе координат ρθ имеет вид

σx =
σρ+σθ

2 +
σρ−σθ

2 cos 2θ + τρθ sin 2θ,

σy =
σρ+σθ

2 − σρ−σθ
2 cos 2θ − τρθ sin 2θ,

τxy =
σρ−σθ

2 sin 2θ + τρθ cos 2θ.

(5)

Из (3) и (5) получим

ÃB̃(σρ + σθ)
2 − (σρ − σθ)2

(
fracÃB̃ + C̃2 + ÃB̃−C̃

2 cos 4θ
)
−

−2τ2
ρθ(ÃB̃ + C̃ + (C̃ − ÃB̃) cos 4θ)− 2τρθ(σρ − σθ)×

×(ÃB̃ − C̃) sin 4θ − 2(σρ − σθ)(Ã− B̃)p0 cos 2θ−
−4τρθ(Ã− B̃)p0 sin 2θ − 2(σρ + σθ)(Ã+ B̃)p0 = −4p2

0.

(6)

Все величины, имеющие размерность напряжения, будем считать безразмерными,
отнесенными к величине предела текучести k, а величины, имеющие размерность
длины, — к радиусу пластической зоны ρ0

s. В дальнейшем положим

Ã = 1 + δã, B̃ = 1 + δb̃, C̃ = 1 + δc̃, ε = δd1, 0 6 d1 6 1, (7)

где ã, b̃, c̃ — константы анизотропии, d1 = const, δ — малый безразмерный параметр.
В исходном нулевом приближении при δ = 0, Ã = B̃ = C̃ = 1 соотношение (6) имеет
вид

(σ(0)
x − p0)(σ(0)

y − p0)− τ (0)2
xy = 0, p0 = const, (8)

Аналогично работам [4], [5], решение будем искать в виде

σij = σ
(0)
ij + δσ

(I)
ij + δ2σ

(II)
ij + ... . (9)

Положим

τ
(0)
ρθ = 0. (10)

Припишем компонентам напряжения в пластической зоне индекс p наверху, а упру-
гой – индекс е наверху. В исходном нулевом приближении из (7) – (10) получим

σ
(0)p
θ = p0. (11)

Уравнения равновесия в первом приближении имеют вид
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dσ
(0)
ρ

dρ
+
σ

(0)
ρ − σ(0)

θ

ρ
= 0. (12)

Из (11), (12) следует

σ(0)p
ρ = p0 −

C1

ρ
. (13)

Контур отверстия свободен от усилий, т. е. σρ = 0 при ρ > α. Найдем константу из
условия σρ = 0 при ρ = α. Тогда соотношение (13) можно переписать в виде

σ(0)p
ρ = p0

(
1− α

ρ

)
. (14)

Таким образом, компоненты напряжения в пластической области в исходном нуле-
вом состоянии имеют вид

σ(0)p
ρ = p0

(
1− α

ρ

)
, σ

(0)p
θ = p0, τ

(0)p
ρθ = 0. (15)

В полярной системе координат, уравнение (1) запишется в виде

ρ =
α(1−δ2d21)√

1−2δd1 cos 2θ+δ2d21
= α

[
−1 + δd1 cos 2θ − 3

4δ
2d2

1(1− cos 4θ)+

+5
8δ

3d3
1(cos 2θ + cos 6θ)

]
+ ..., ρ = 1

ρ0s
, α = a

ρ0s
.

(16)

В первом приближении граничные условия на контуре согласно [6] имеют вид

σ(I)p
ρ = −p0d1 cos 2θ, τ

(I)p
ρθ = −2p0d1 sin 2θ при ρ = α. (17)

В первом приближении компоненты напряжения в пластической зоне имеют вид
[6]

σ
(I)p
ρ =

[
15αp0

8 (ã+ b̃+ c̃) ln ρ
ρ −

2αp0(ã+b̃+c̃)+15C1

ρ −

−16C2
( p2)

]
cos 4θ −

[
p0
2 (ã− b̃) + 3C3

ρ + 4C4
ρ2

]
cos 2θ+

+αp0
8 (ã+ b̃− c̃) ln ρ

ρ −
p0
2 (ã+ b̃) + C5

ρ ,

σ
(I)p
θ = −αp0

8ρ (ã+ b̃− c̃) cos 4θ + p0
2 (ã− b̃) cos 2θ+

+αp0
8ρ (ã+ b̃− c̃) cos 4θ + p0

2 (ã− b̃),
τ

(I)p
ρθ = −

[
αp0
2ρ (ã+ b̃− c̃) + 4C2

ρ

]
sin 4θ +

[
p0
2 (ã− b̃)− 2C4

ρ2

]
sin 2θ.

(18)

Из (17), (18) получим

C1 = p0α lnα
8

(
ã+ b̃− c̃

)
, C2 = −p0α2

8

(
ã+ b̃− c̃

)
,

C3 = −p0α
2

(
ã− b̃

)
+ p0d1

3 (1− 4α) , C4 = α2p0
4

(
ã− b̃

)
+ α2p0d1.

C5 = p0α
2

(
ã− b̃

)
− p0α lnα

8

(
ã+ b̃− c̃

)
.

(19)

Выражения для напряжения в пластической зоне в первом приближении согласно
(18), (19) примут вид



62 С. В. МАТВЕЕВ, А. Н. МАТВЕЕВА, Т. И. РЫБАКОВА

σ
(I)p
ρ = αp0

(
ã+ b̃− c̃

) [
15 ln ρ

8ρ −
16+15 lnα

8ρ + 2α
ρ2

]
cos 4θ−

−
[
p0(ã−b̃)

2

(
1− 3α

ρ + 2α2

ρ2

)
+ p0d1

(
1−4α
ρ + 4α2

ρ2

)]
cos 2θ+

+p0α lnα
8ρ c̃− p0

(
ã+ b̃

) [
1
2 −

α
2ρ

]
+ αp0

8ρ

(
ã+ b̃− c̃

)
ln ρ

α ,

σ
(I)p
θ = −αp0

8ρ

(
ã+ b̃− c̃

)
cos 4θ +

p0(ã−b̃)
2 cos 2θ −−p0(ã+b̃)

2 + αp0
8ρ

(
ã+ b̃− c̃

)
,

τ
(I)p
ρθ = −αp0

2ρ

(
ã+ b̃− c̃

) (
1− α2

)
sin 4θ +

[
p0(ã−b̃)

2 ×
(

1− α2

ρ2

)
− 2p0d1α2

ρ2

]
sin 2θ.

(20)

Условия сопряжения на упругопластической границе имеют вид

σpρ
∣∣
ρ=1

= σeρ
∣∣
ρ=1

; σpθ
∣∣
ρ=1

= σeθ|ρ=1. (21)

Компоненты напряжения в упругой области в первом приближении с учетом усло-
вия сопряжения (21) имеют вид

σ
(I)e
ρ = K1 +N1 cos 2θ +M1 cos 4θ,

τ
(I)e
ρθ = N̄1 sin 2θ + M̄1 sin 4θ,

(22)

где

M1 = −αp0

(
ã+ b̃− c̃

) [
2 (1− α) + 15 lnα

8

]
,

N1 = −p0

(
α− 1

2

) [(
ã− b̃

)
(α− 1) + 4d1

(
α− 1

2

)]
,

K1 =
p0(ã+b̃)

2

(
α− 1− α lnα

4

)
+ p0α lnα

8 c,

M̄1 = −αp0
2

(
ã+ b̃− c̃

) (
1− α2

)
,

N̄1 =
p0(ã−b̃)

2

(
1− α2

)
− 2p0d1α

2.

Справедливы формулы раздела (I), (VI), (VIII), приведенные в монографии [6].
Получим

σ
(I)e
ρ =

p0(ã+b̃)
2ρ2

(
α− 1− α lnα

4

)
+ p0α lnα

8ρ2
c̃+

[
p0(ã−b̃)

2 (1− α)
(

3
ρ4

+ 2(α−2)
ρ2

)
−

−p0d1

(
4α−1
ρ4

+ 4α2−8α+2
ρ2

)]
cos 2θ +

αp0(ã+b̃+c̃)
2 ×

×
[
(1− α)

(
3(α−3)
ρ4
− 4(α−1)

ρ6

)
− 15 lnα

4

(
3
ρ4
− 2

ρ6

)]
cos 4θ,

σ
(I)e
θ = −p0(ã+b̃)

2ρ2

(
α− 1− α lnα

4

)
− p0α lnα

8ρ2
c̃+

+

[
3p0(ã−b̃)

2ρ4
(α− 1)− p0d1

4α−1
ρ4

]
cos 2θ +

αp0(ã+b̃+c̃)
2 ×

×
[
(1− α)

(
−α−3

ρ4
+ 4(α−1)

ρ6

)
+ 15 lnα

4

(
1
ρ4
− 2

ρ6

)]
cos 4θ,

τ
(I)e
ρθ =

[
p0(ã−b̃)

2 (1− α)
(

3
2ρ4

+ α−2
ρ2

)
+ p0d1×

×
(

1−4α
ρ4
− 2α2−4α+1

ρ2

)]
sin 2θ + αp0

(
ã+ b̃+ c̃

)
×

×
[
(1− α)

(
1−α
ρ6

+ α−3
ρ4

)
− 15 lnα

4

(
1
ρ4
− 1

ρ6

)]
sin 4θ.

(23)
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Граница упругопластической зоны ρ
(I)
s определим из соотношения

ρ(I)
s =

1

4

(
σ

(I)e
θ − σ(I)p

θ

)
при ρ = 1. (24)

Получим

ρ
(I)
s = 1

4

[
αp0

(
ã+ b̃− c̃

) (
lnα

8 − 1
)

+
p0(ã+b̃)

2 (2− α) +

+

(
p0(ã−b̃)

2 (3α− 4) + p0d1 (4α− 1)

)
cos 2θ−

−αp0
8

(
ã+ b̃− c̃

) (
12α2 − 16α+ 3 + 15 lnα

)
cos 4θ

]
.

(25)

Рис. 1.

Методом малого параметра получено приближенное, аналитическое решение за-
дачи для тонкой пластины ослабленной эллиптическим отверстием при условии со-
противления отрыву. Определены компоненты напряжения в пластической и упругой
областях и радиус упругопластической зоны в первом приближении.
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S. V. Matveev, A. N. Matveeva, T. I. Rybakova

UNIFORM STRETCHING OF A THIN ANISOTROPIC PLATE, WEAKENED
BY AN ELLIPTICAL HOLE, UNDER THE CONDITION OF RESISTANCE TO

SEPARATION

I. Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University, Cheboksary

Abstract. The paper considers the uniform stretching of a thin plate weakened by an elliptical
hole from an anisotropic elastoplastic material under the condition of tear resistance. When solving
the problem, the relations obtained in [1], [2] are used. The anisotropy properties are introduced
according to Hill’s ideas [3]. By the method of a small parameter, the stress components and the
boundary separating the plastic and elastic zones are determined.

Keywords: plasticity, elasticity, linearization, stress, separation, anisotropy.
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