
Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2017. №4 (34). С. 114–124

О. П. Ткаченко
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Аннотация. Выведены разрешающие уравнения для математической модели напряженно-
деформированного состояния трубопровода с криволинейным профилем. Эта модель осно-
вана на теории моментных оболочек Власова. Предложен метод приближенного решения
уравнений математической модели на основе последовательного асимптотического разложе-
ния неизвестных функций в ряды по малому параметру и представления коэффициентов
разложений в виде рядов Фурье. Посредством этих методов была получена одномерная по-
становка задачи. Приведены численные ограничения на параметры в уравнениях оболочки,
при которых возможно такое преобразование задачи. Получены одномерные уравнения мате-
матической модели трубопровода в двух различных формулировках. Найдены условия, при
которых математическая модель имеет наиболее простой вид в рамках поставленной задачи.
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Введение. Цельнометаллические изогнутые трубы часто встречаются в постанов-
ках как прикладных, так и фундаментальных задач механики. Например, в [1] изуче-
на динамика подводного изогнутого трубопровода под влиянием внутреннего потока
жидкости и натяжения верхнего конца трубы. Как правило, длинные трубы моде-
лируются в рамках теории стержней. Современная математическая модель с учетом
нелинейного растяжения построена и изучена в [2].

Очевидно, что для повышения детализации описания напряженно-деформирован-
ного состояния (НДС) в изогнутой трубе можно воспользоваться математической мо-
делью трубы как оболочки. Наиболее близкая модель в данном случае – моментная
тороидальная оболочка, описанная В.В. Новожиловым [3]. Обобщенное решение зада-
чи определения перемещений в этой оболочке при симметричной и несимметричной
нагрузке получено в [4]. Решения, приведенные в [3, 4], основаны на теории функций
комплексного переменного и используют симметрию тороидальной оболочки.
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Обобщенный подход, основанный на разложениях в ряды Фурье, представлен в [5].
Авторы [5] ограничились анализом зависимости продольного напряжения от меридио-
нального угла, доказав хорошую согласованность теоретических и экспериментальных
результатов.

Нами была построена математическая модель подземного изогнутого трубопровода
как полубезмоментной оболочки, выполнен ее асимптотический и численный анализ
[6]. Позднее, на основе фундаментального труда [7], построена математическая модель
трубопровода как моментной оболочки с учетом специальной геометрии изогнутой
трубы [8].

Здесь для математической модели [8] выводятся разрешающие уравнения. Выпол-
няется анализ этих уравнений, в результате которого получены две одномерные фор-
мы разрешающих уравнений. Установливаются условия применимости полученных
математических моделей. Исследуется связь двух формулировок одномерных уравне-
ний и условия их взаимного перехода.
1. Механическая модель и предположения. Ниже суммируются основные тео-

ретические положения, изложенные в нескольких статьях, в частности в [6, 8]. Сфор-
мулирована постановка задачи механики трубопровода и описана геометрия механи-
ческой системы.

Рассматривается задача расчета НДС трубопровода. Пусть металлическая протя-
женная труба имеет изгиб осевой линии, такой, что осевая линия трубы Γ является
плоской кривой: Γ = {x, y|x = x0 (s) , y = y0 (s)}. Неизвестными являются напряжения
и деформации трубы под действием заданного давления внутреннего потока жидко-
сти и влияния внешней среды.

Обозначим геометрические параметры: s – длина дуги вдоль осевой линии; θ, R
– полярные координаты в поперечном сечении; ρ0, κ – радиус кривизны и кривиз-
на осевой линии, соответственно; R0, h – радиус и толщина стенки трубы; A, B –
коэффициенты первой квадратичной формы срединной поверхности трубы; k1, k2 –
главные кривизны срединной поверхности.

Введем системы координат: глобальная декартова система отсчета (Oxyz), адап-
тированная к трубе криволинейная система координат (OsθR). Функции A, B, k1, k2

для этих систем координат найдены в [6].
Также обозначим: u, v, w – компоненты вектора перемещений вдоль s, θ, R, соот-

ветственно. Соответствующие безразмерные переменные и неизвестные:
ζ = s/`, r = R/R0,θ = θ; u′ = u/R0, v′ = v/R0, w′ = w/R0. Здесь ` – характерный

продольный масштаб.
В рамках изучаемых задач малы параметры:{

h∗ = h/R0
� 1,

λ = R0 max |κ| � 1.
(1)

В книгах [3, 9] указаны ограничения на величину h∗, от h∗ ≤ 1/20 до h∗ ≤ 1/5, в
зависимости от условий задачи. Оценки погрешности для различных h∗ выполнены в
[10]. На основе выводов, сделанных в [7], предположим, что

h∗ ≤ 0.05.

Для малого параметра кривизны предположим:

λ ≤ 0.01.
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2. Разрешающие уравнения математической модели. Математическая мо-
дель НДС стенки трубы построена в [8]. Система уравнений модели выведена на ос-
нове метода построения теории оболочек, предложенного в [7], и главными неизвест-
ными в ней являются первый инвариант тензора деформаций и линейное кручение
стенки.

В уравнения модели [8] подставим выражения для искомых функций через переме-
щения стенки оболочки во введенных выше криволинейных координатах, и получим
систему разрешающих уравнений в перемещениях:
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В выбранной криволинейной системе координат выполнены соотношения:

A = 1 +R0κ sin θ, B = R0; k1 =
κ sin θ

1 + κR0 sin θ
, k2 =

1

R0
. (5)

Система уравнений (2)-(5), дополненная выражениями для плотностей внешних сил
X, Y , Z (см. [6, 8]), является замкнутой относительно искомых функций системой
уравнений.

Здесь обозначено: E – модуль Юнга, ν – коэффициент Пуассона материала трубы;

E∗ = E
/(

1− ν2
)
, ε2 = h∗2

/
12, α = R0/`, f = κ/max |κ|.
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После перехода к безразмерным переменным u′, v′, w′, пренебрежения величиной
h∗2 по сравнению с единицей, и отбрасывания слагаемых второго порядка малости
по λ были получены упрощенные разрешающие уравнения для трубопровода как мо-
ментной оболочки.
3. Метод редукции уравнений оболочки к одномерной постановке задачи.

Безразмерные функции решений (2)-(4) были разложены в ряды по малому парамет-
ру:

u′ = u0 + λu1 +O
(
λ2
)
, v′ = v0 + λv1 +O

(
λ2
)
, w′ = w0 + λw1 +O

(
λ2
)
.

Затем каждая неизвестная функция f , ввиду ее периодичности по угловой коорди-
нате [3], была представлена в виде ряда Фурье:

f = f0 + f1 sin θ + f2 cos θ + ...

В итоге приближенное решение уравнений (3)-(5) имеет вид:

u′ (ζ, θ) = u0
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(6)

w′ (ζ, θ) = w0
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1 (ζ) sin θ+w0
2 (ζ) cos θ+λw1

0 (ζ)+λw1
1 (ζ) sin θ+λw1
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В таком же виде представлены X, Y , Z.
При математическом моделировании трубы как полубезмоментной оболочки ранее

[11] нами использовались представления для решений:

u′ (ζ, θ) = u0
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2 (ζ) cos θ +O

(
λ2
)
,
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.

Ниже для общей моментной оболочки получены редуцированные одномерные фор-
мулировки уравнений как для представления (6), так и для (7), и найдены условия,
при которых допустимо представление (7), которое сильнее упрощает задачу.
4. Редуцированная форма уравнений математической модели. В результа-

те подстановки (6) получим систему из восемнадцати дифференциальных уравнений
для восемнадцати неизвестных, используя стандартный метод приравнивания коэф-
фициентов. Нижним индексом ζ обозначено дифференцирование. Уравнения сгруп-
пированы по порядку малого параметра.

Нулевое по λ приближение:

α2u0
0ζζ + ανw0

0ζ − ε2α3w0
0ζζζ +X0

0
/
E∗h∗ = 0;

1− ν
2

α2v0
0ζζ + Y 0

0
/
E∗h∗ = 0; (8)

w0
0 + ναu0

0ζ + ε2
[
α4w0

0ζζζζ − α3u0
0ζζζ

]
− Z0

0
/
E∗h∗ = 0;

λ0 sin θ:
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1ζζζ +X0

1
/
E∗h∗ = 0,

1− ν
2

α2v0
1ζζ − v0

1 −
1 + ν

2
αu0

2ζ − w0
2 + ε2α2 3− ν

2
w0

2ζζ + Y 0
1
/
E∗h∗ = 0, (9)

w0
1 − v0

2 + ναu0
1ζ + ε2

[
α4w0

1ζζζζ − 2α2w0
1ζζ − α2 ν − 3

2
v0

2ζζ − α3u0
1ζζζ

]
− Z0

1
/
E∗h∗ = 0;

λ0 cos θ:

α2u0
2ζζ + ανw0

2ζ +
1 + ν

2
αv0

1ζ −
1− ν

2
u0

2 − ε2α3w0
2ζζζ +X0

2
/
E∗h∗ = 0,

1− ν
2

α2v0
2ζζ − v0

2 +
1 + ν

2
αu0

1ζ + w0
1 − ε2α2 3− ν

2
w0

1ζζ + Y 0
2
/
E∗h∗ = 0, (10)

w0
2 + v0

1 + ναu0
2ζ + ε2

[
α4w0

2ζζζζ − 2α2w0
2ζζ + α2 ν − 3

2
v0

1ζζ − α3u0
2ζζζ

]
− Z0

2
/
E∗h∗ = 0;

Первое по λ приближение:
λ · 1:

α2u1
0ζζ + ανw1

0ζ − ε2α3w1
0ζζζ − α2fu0

1ζζ −
α2

2
fζu

0
1ζ+

+
α

2
fζ
(
v0

2 + w0
1

)
+
α

2

[
(1− ν) f + ε2α2fζζ

]
w0

1ζ +
(
(1− ν) f + ε2α2fζζ

) 1

2
u0

1+

+αfv0
2ζ + ε2α3

(
2fζw

0
1ζζ + 1.5fw0

1ζζζ

)
+X1

0
/
E∗h∗ = 0, (11)

1− ν
2

α2v1
0ζζ −

1− ν
2

α2fv0
1ζζ +

ν − 1

4
α2fζv

0
1ζ +

1− ν
2

fv0
1 +

ν − 1

2
αfu0

2ζ +
ν − 1

4
αfζu

0
2+

+
1− ν

2
fw0

2 + ε2α
2

2

[
1− ν

2
fζw

0
2ζ + νfw0

2ζζ

]
+ Y 1

0
/
E∗h∗ = 0, (12)

−w1
0−νfw0

1−ναu1
0ζ+ε

2
(
−0.5f + α2fζζ

)
v0

2−
α

2

[
(1− ν) f − ε2α2fζζ

]
u0

1ζ+ε
2
[
−α4w1

0ζζζζ+

+α3u1
0ζζζ + 2α4fw0

1ζζζζ + 3α4fζw
0
1ζζζ +

(
ν − 3

2
f + 2α2fζζ

)
α2w0

1ζζ+

+

(
ν − 2

2
fζ +

α2

2
fζζζ

)
α2w0

1ζ + α2 5− ν
2

fv0
2ζζ + α2 11− ν

4
fζv

0
2ζ−

−1.5α3fu0
1ζζζ − α3fζu

0
1ζζ −

α

4

[
fζ − 2α2fζζζ

]
u0

1

]
+ Z1

0
/
E∗h∗ = 0; (13)

λ · sin θ:

α2u1
1ζζ + ανw1

1ζ − ε2α3w1
1ζζζ −

1 + ν

2
αv1

2ζ −
1− ν

2
u1

1 − 2α2fu0
0ζζ − α2fζu

0
0ζ+

+αfζw
0
0 + α

[
(1− ν) f + ε2α2fζζ

]
w0

0ζ+
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+

(
1− ν

2
f + ε2α2fζζ

)
u0

0 + ε2α3
(
4fζw

0
0ζζ + 3fw0

0ζζζ

)
+X1

1
/
E∗h∗ = 0, (14)

1− ν
2

α2v1
1ζζ − v1

1 −
1 + ν

2
αu1

2ζ − w1
2 + ε2α2 3− ν

2
w1

2ζζ − (1− ν)α2fv0
0ζζ+

+
ν − 1

2
α2fζv

0
0ζ − νfv0

0 + Y 1
1
/
E∗h∗ = 0, (15)

−w1
1 + v1

2 − ναu1
1ζ −

(
2νf − ε2α2fζζ

)
w0

0 −
[
(1− ν) f − ε2α2fζζ

]
αu0

0ζ + ε2
[
−α4w1

1ζζζζ+

+2α2w1
1ζζ +

ν − 3

2
α2v1

2ζζ + α3u1
1ζζζ + 4α4fw0

0ζζζζ + 6α4fζw
0
0ζζζ−

−
[
(1− ν) f − 4α2fζζ

]
α2w0

0ζζ +
(
νfζ + α2fζζζ

)
α2w0

0ζ−

−3α3fu0
0ζζζ − 2α3fζu

0
0ζζ −

α

2

[
(1 + ν) fζ − 2α2fζζζ

]
u0

0

]
+ Z1

1
/
E∗h∗ = 0; (16)

λ · cos θ:

α2u1
2ζζ + ανw1

2ζ − ε2α3w1
2ζζζ +

1 + ν

2
αv1

1ζ −
1− ν

2
u1

2+

+αfζv
0
0 +

3− ν
2

αfv0
0ζ +X1

2
/
E∗h∗ = 0, (17)

1− ν
2

α2v1
2ζζ − v1

2 +
1 + ν

2
αu1

1ζ +w1
1 − ε2α2 3− ν

2
w1

1ζζ +
ν − 3

2
αfu0

0ζ +
ν − 1

2
αfζu

0
0 + fw0

0+

+ε2α
2

2

[
(3− ν) fζw

0
0ζ + (7− ν) fw0

0ζζ

]
+ Y 1

2
/
E∗h∗ = 0, (18)

−w1
2 − v1

1 − ναu1
2ζ −

(
νf − 2ε2α2fζζ

)
v0

0 + ε2

[
−α4w1

2ζζζζ + 2α2w1
2ζζ −

ν − 3

2
α2v1

1ζζ+

+α3u1
2ζζζ + α2 ν + 3

2
fv0

0ζζ + α2 ν + 7

2
fζv

0
0ζ

]
+ Z1

2
/
E∗h∗ = 0. (19)

Систему (8)-(10) называем системой уравнений нулевого приближения, систему
(11)-(19) – системой уравнений первого приближения. Видно, что подсистема урав-
нений первого приближения (14)-(19) разделяется на две подсистемы, которые могут
быть решены независимо друг от друга: (14, 16, 18) и (15, 17, 19). В отличие от [11],
новая система уравнений получена для моментной оболочки.

Дальнейшее упрощение уравнений математической модели возможно, если решение
представимо в виде (7). Из уравнений (8)-(19) следует, что необходимым условием
применимости (7) являются равенства:

X0
1 = X0

2 = 0, X1
0 = 0; Y 0

1 = Y 0
2 = 0, Y 1

0 = 0; Z0
1 = Z0

2 = 0, Z1
0 = 0. (20)

В этом случае математическая модель состоит из уравнений (8), (14)-(19), вид ко-
торых не изменяется, поскольку в них не входят обращающиеся в нуль функции

u0
1 = u0

2 = 0, u1
0 = 0; v0

1 = v0
2 = 0, v1

0 = 0; w0
1 = w0

2 = 0, w1
0 = 0. (21)

Очевидно, что для выполнения (21) необходимо, чтобы система уравнений для этих
функций (9), (10), (11)-(13) была дополнена однородными краевыми условиями.
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Итак, установлены необходимые условия (20), (21) допустимости представления (7)
для решения уравнений математической модели (2)-(4).

Физически вид решения (7) означает, что осевая линия трубы не выходит из своей
начальной плоскости, а в нулевом приближении труба ведет себя как прямолинейная
и цилиндрическая.
Заключение. Решены задачи, перечисленные во Введении:

– для математической модели напряженно-деформированного состояния изогну-
того трубопровода в предположении (1) выведены разрешающие уравнения
(2)-(4);

– Предложен вид приближенного решения (6) разрешающих уравнений, осно-
ванный на сочетании асимптотического разложения по малому параметру λ
(1), и последующего представления коэффициентов разложения в виде рядов
Фурье;

– получены одномерные уравнения математической модели трубопровода в двух
различных формулировках;

– найдены условия (20), (21), при которых возможно дальнейшее упрощение
одномерных уравнений математической модели, а решение полной задачи для
оболочки выражается формулами (7).

Возникла новая гипотеза о достаточности условий (20), (21) для применимости
упрощенного представления решений (7). В линейном случае, при условии существо-
вания классического решения исходной задачи после наложения краевых условий,
доказательство представляется очевидным и следует из единственности решения.
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O. P. Tkachenko
THE RESOLVING EQUATIONS OF THE MATHEMATICAL MODEL OF

CURVED PIPELINE

Computing Center of Far-Eastern Branch, Russian Academy of Sciences, Khabarovsk

Abstract. The resolving equations for mathematical model of the stress-strain state of a
pipeline with a curvilinear profile were derived. This model is based on Vlasov’s theory of moment
shells. A method is proposed for approximate solution of equations of a mathematical model
on the basis of a sequential asymptotic expansion of unknown functions into series in a small
parameter and representations of the expansion coefficients in the form of Fourier series. By means
of these transformations, the system of equations of the mathematical model was reduced to a
one-dimensional form. Numerical constraints on the parameters in the shell equations are given at
which such a reduction of the formulation of the problem is possible. One-dimensional equations of
the mathematical model of the pipeline in two different formulations are obtained. Conditions are
found under which the mathematical model has the simplest form in the framework of the problem
formulated.

Keywords: bent pipeline, shell theory, hydroelasticity, asymptotical series
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