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Аннотация. Рассматриваются известные альтернативные формы записи условий пластично-
сти Треска. Отмечается, что особенности представления условия пластичности Треска через
основные инварианты тензора напряжений являются общими для кусочно-линейных условий
пластичности. Обсуждается подход к определению эквивалентных напряжений и пластиче-
ских деформаций. Предложены иные инвариантные определения эквивалентных напряжений
и деформаций.
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Введение. Математическая теория пластичности является основой многих инже-
нерных направлений. Фундаментальный вклад в эту науку внесли многие отечествен-
ные и зарубежные ученые. Полное перечисление всех исследователей, занимающихся
математической теорией пластичности, вряд ли уместно в рамках небольшой замет-
ки, поэтому сошлемся лишь на некоторые книги по теории пластичности, содержащие
обширную библиографию [1–15].
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Несмотря на то, что математическая теория пластичности является вполне разви-
той и достаточно содержательной наукой, всегда можно найти вопросы, требующие
уточнения. В настоящей заметке рассматриваются два вопроса: об альтернативных
формах записи условия пластичности Треска и об определении эквивалентных напря-
жений и деформаций. Такой выбор обусловлен тем, что условие пластичности Трес-
ка и его модификации используются во многих последних публикациях. Кроме то-
го, условие пластичности Треска, имея много общего с кусочно-линейными условими
пластичности общего вида, все-таки выделяется из них, что проявляется как в вопро-
сах теории, так и при решении прикладных задач. Рассматриваемые альтернативные
формы записи условия пластичности Треска также присущи всем кусочно-линейным
условиям пластичности. Выбор эквивалентов для тензорных величин нередко встре-
чается в ряде работ, связанных с решением задач упрочняющегося упругопластиче-
ского тела, например [16–18]. На наш взгляд, рассмотрение этих и ряда других вопро-
сов математической и прикладной теории пластичности целесообразно обсуждать.
Альтернативные формы записи условия пластичности Треска. В силу ис-

торических причин из всех кусочно-линейных условий пластичности особо выделяют
условие Треска [19]

max{|σ1 − σ2|, |σ2 − σ3|, |σ3 − σ1|} = 2k. (1)

Равенство (1) имеет альтернативную форму записи [9–11]

|σ1 − σ2|+ |σ2 − σ3|+ |σ3 − σ1|} = 4k.

Хотя эта форма записи условия пластичности Треска не содержит условия выбо-
ра, тем не менее при использовании ассоциированного закона пластического течения
необходимо явно выделять отдельные режимы пластичности.

В ряде работ, например, [8–11], следуя Леви [20], в качестве условия пластичности
Треска, записанного через основные инварианты девиатора напряжений, предлагает-
ся соотношение

4(J2 − k2)(J2 − 4k2)2 − 27J2
3 = 0, (2)

которое следует из равенства [21](
(σ1 − σ2)2 − 4k2

)(
(σ2 − σ3)2 − 4k2

)(
(σ3 − σ1)2 − 4k2

)
= 0. (3)

На неэквивалентность равенств (2) и (3) условию Треска указывается, например, в ра-
ботах [22, 23].

Используя процедуру аналогичную получению записи (2) из (3), можно найти со-
отношения в основных инвариантах, рассматривая другие кусочно-линейные условия
пластичности.
К выбору эквивалентных напряжений и деформаций. Обсудим вопрос о вы-

боре эквивалентных (или эффективных) напряжений и деформаций.
Для упругопластических тел в качестве эквивалентного напряжения можно выби-

рать, например, функцию пластичности или пластический потенциал.
Рассмотрим кусочно-линейное условие пластичности общего вида

F = max
i=1÷n

{αiσ1 + βiσ2 + γiσ3} = k, (4)

где αi, βi, γi — константы.
Если для получения определяющего уравнения, устанавливающего связь пласти-

ческих деформаций и напряжений, выбрать ассоциированный закон пластического
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течения (закон нормальной связи), то приращения компонент пластических дефор-
маций будут удовлетворять соотношениям:

dεp1
αi

=
dεp2
βi

=
dεp3
γi
. (5)

Примем, что элементарная работа напряжений на приращениях пластических дефор-
маций

σ ·· dεp = σij dε
p
ij = σeq dε

p
eq, σeq = F. (6)

Тогда, используя гипотезу естественного состояния [4] для процесса активного нагру-
жения и учитывая (4), (5), получаем

εpeq =
εp1
αi

=
εp2
βi

=
εp3
γi
. (7)

Если выбирается кусочно-линейная функция пластичности, учитывающая трансля-
ционное упрочнение,

F = max
i=1÷n

{
αi(σ1 − cεp1) + βi(σ2 − cεp2) + γi(σ3 − cεp3)

}
= k, (8)

то, полагая
σeff ·· dεp = σeff

eq dε
p
eq, σeff = σ − cεp, σeff

eq = F

и учитывая (8), приходим к определению (7).
Равенство (6) для определения эквивалентной пластической деформации, когда

рассматривается режим |σ1 − σ2| = k условия пластичности Треска, было использо-
вано, например, в работах [16–18].

Если пластический потенциал определяется гладкой функцией F (σ), тогда соглас-
но ассоциированному закону течения

dεp = dλ
∂F

∂σ
. (9)

Из (9) следует, что

dλ =

√
dεp ·· dεp

∂F/∂σ ·· ∂F/∂σ
.

Принимая, что

σ ·· dεp = σ ·· ∂F
∂σ

√
dεp ·· dεp

∂F/∂σ ·· ∂F/∂σ
= σeqdε

p
eq,

определяем

σeq =
σ ·· ∂F/∂σ√

∂F/∂σ ·· ∂F/∂σ
, dεpeq =

√
dεp ·· dεp. (10)

Для режимов кусочно-линейных условий пластичности (4)

∂F

∂σ
= αil⊗ l + βim⊗m + γin⊗ n,

где l, m, n — собственные векторы тензора напряжений. Тогда

σeq =
F√

α2
i + β2

i + γ2
i

.
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Учитывая (5), получаем

σeqdε
p
eq =

Fdεpeq√
α2
i + β2

i + γ2
i

= F
dεp1
αi

= F
dεp2
βi

= F
dεp3
γi
.

Для условия пластичности Мизеса

F =
√

tr s2 = k,

принимая (10), имеем
σeq = F, dεpeq =

√
dεp ·· dεp.

Для тензора второй валентности свертка

J = dεp ·· dεp

определяет квадратичный инвариант. Инвариант
√
J (с точностью до числового мно-

жителя) часто выбирается для оценки величины тензора dεp. Величина
√
dεp ·· dεp

является одной из инвариантных норм матрицы тензора dεp.
Отметим, что мера упрочнения (параметр Одквиста, накопленная пластическая

деформация) была предложена в [24]

q =

∫ √
2dεp ·· dεp.

Для определения εpeq можно использовать процедуру построения изотропных ска-
лярнозначных функций [25]. Если f — изотропная скалярнозначная однородная функ-
ция, то из (9) следует, что

dλm =
f(dεp)

f(∂F/∂σ)
.

Например, когда

tr
∂F

∂σ
6= 0,

из условия (9) следует, что

dλ =
tr dεp

tr (∂F/∂σ)
,

поэтому, принимая, что

σ ·· dεp =
tr dεp

tr (∂F/∂σ)
σ ·· ∂F

∂σ
= σeqdε

p
eq,

определяем

dεpeq = |tr dεp|, σeq =
σ ·· ∂F/∂σ
tr(∂F/∂σ)

.

В общем случае, принимая
σ ·· dεp = σeqdε

p
eq,

и
dεpeq =

√
dεp ·· dεp,

получаем
σeq 6= F.

Для упругопластического тела вполне уместно полагать, что

σeq = F.
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Поэтому для определения εpeq вместо равенства

σ ·· dεp = σeqdε
p
eq,

можно выбирать иной подход, например, εpeq определять как функцию инвариантов
тензора пластических деформаций.

Вопрос определения dεpeq при рассмотрении сингулярных точек поверхности пла-
стичности не обсуждается.
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ON SOME ASPECTS OF THE PLASTICITY THEORY
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Abstract. We consider alternative forms of Tresca’s yield condition. It is noted that features
of the representation of Tresca’s condition by the principal invariants of the stress tensor are
common for piece-wise linear conditions of plasticity. The approach to determining equivalent
stresses and plastic deformations is discussed. Different invariant definitions of equivalent stresses
and deformations are proposed.
Keywords: yield condition, plastic potential, associated flow rule, mathematical theory of
plasticity, equivalent stress, equivalent strain.
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