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Аннотация. С использованием теории малых упругих деформаций и апробированно-
го численного метода разработана математическая модель для проведения исследований
напряженно-деформированного состояния упругой изотропной пластины конечной толщины,
находящейся под действием динамической нагрузки. Показана целесообразность использова-
ния данной математической модели для исследования несущей способности ледяного покрова.
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Введение. До настоящего времени остается актуальной проблема разработки ма-
тематических моделей для описания сложных процессов деформирования материалов
с целью исследования их напряженно-деформированного состояния и оптимизации
инженерных решений для достижения требуемого результата. Проведение теорети-
ческих исследований с применением математического моделирования позволяет по-
лучать новые знания с минимальными временными и сырьевыми затратами, а также
дает возможность детально изучать образование и распространение трещин в матери-
але, спрогнозировать возможные области, являющиеся концентраторами напряжений
и предупредить возможные нежелательные разрушения, а также несущей способности
материала.
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Представление исследуемых объектов в качестве упругой изотропной пластины ко-
нечной толщины, часто используется для исследования бетонных, металлических кон-
струкций, но также может быть применено к исследованиям ледяного покрова [1, 2].

При математическом описании процесса деформирования или разрушения объекта
необходимо учитывать особенности материалов, их поведения при внешнем воздей-
ствии, воздействии температурных полей, а также взаимовлияние отдельных частей
деформируемого объекта друг на друга. Моделируя процессы, протекающие в ледя-
ном покрове необходимо учитывать, что физические и механические свойства иссле-
дуемого материала являются зависимыми от температуры, от химического состава
льда и от наличия включений, примесей и внутренних дефектов.

Анализируя процессы деформирования ледяного покрова, нарушения его сплош-
ности, разрушения в результате внешнего деформирующего воздействия методами
математического моделирования, необходимо учитывать, что некоторые задаваемые
величины являются известными (например, параметры ледоразрушающего устрой-
ства), тогда как другие могут быть случайными (толщина льда, скорость ледово-
го поля и т.д.). Необходимо также максимально учитывать всевозможные сочетания
параметров окружающей среда, которые могут оказывать существенное влияние на
протекание процессов в исследуемом объекте или объектах. Проводя исследования
несущей способности ледяного покрова, необходимо учитывать тот факт, что напря-
жения растяжения или сдвига, при которых происходит полное разрушение ледяного
покрова, должны в несколько раз превышать предел прочности льда, определенный
для образца в лабораторных условиях [3]. В случае, если напряжения незначительно
превышают предел прочности, то может образовываться трещина или группа тре-
щин, а лед при этом переходит в новое устойчивое состояние и способен выдерживать
внешнюю нагрузку.

Рассматриваемая в работе математическая модель разработана для решения ши-
рокого круга задач. Позволяет проводить исследования пластины, нагруженной не
только квазистационарной нагрузкой, но и движущейся или даже внедряющейся.
Представленная математическая модель универсализирована и позволяет проводить
исследования для различных вариантов деформирования пластины, ее нагружения и
исследования ее несущей способности.

Целью данной работы является апробация возможности применения разработанной
математической модели изотропной пластины конечной толщины для теоретического
исследования несущей способности ледяного покрова, находящегося под воздействием
динамической нагрузки. В работе также проведен анализ полученных результатов и
сделано заключение о практической применимости, рассмотренной математической
модели.
Математическая модель. Используя уравнения теории упругости для малых де-

формаций, разработана математическая модель, подробное построение которой пред-
ставлено в работах [3,4]. В данной работе остановимся на конечной системе уравнений:

Уравнение движения

σij,j + F ti = Iti ; i, j, k = 1, 2, 3; t = 1, 2 . . . n – номер нагрузки (1)

Iti = ρt

(
vk
∂vi

∂xk

)
– в случае установившегося (стационарного) движения нагрузки

(2)
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Закон Гука

σij − σδij = 2Gεij ; где σ =
1

3
σii ; εij =

1

2
(ui,j + uj,i) , (3)

δij =

{
1 i = j

0 i 6= j

Дополнительное условие в случае всестороннего сжатия

3Kt
dσ

dτ
−
∂vi

∂xi
= 0 (4)

Уравнение теплопроводности (только для пластины)

∂

∂xi

(
λ
∂θ

∂xi

)
= 0 , i = 1, 2, 3; (5)

для стационарного случая
∂θ

∂τ
= 0 . (6)

В уравнениях (1 – 6) используется суммирование по повторяющимся индексам; θ –
температура льда; ρ = ρ(θ) – плотность льда, G = G(θ) – модуль сдвига льда; [σij ] –
тензор напряжений; [εij ] – тензор деформаций; vi, Fi – проекции скорости перемеще-
ний и удельной объемной силы по координатным осям xi, i = 1, 2, 3; λ – коэффициент

теплопроводности; v̇i =
∂vi

∂τ
, τ – время деформации.

По краям пластины при необходимости можно задавать условия закрепления урав-
нением:

σij = −ψτS
vск
|v|
, i, j, k = 1, 2, 3, (7)

где τS — условный предел текучести материала пластины, vск — скорость переме-
щения пластины относительно основы закрепления, ψ — коэффициент трения, |v| —
нормирующая скорость.
Постановка и решение задачи с применением математической модели.

Применение предлагаемой математической модели рассмотрим на примере решения
задачи о деформировании упругой изотропной пластины, материал которой — прес-
ный лед. Ледяная пластина претерпевает деформирующее воздействие со стороны
движущейся ледокольной приставки.

Принцип работы устройства [5] достаточно прост. Перед судном создают свобод-
ную кромку льда. Из рис.1 видно, что рассматриваемое устройство выполнено в виде
ледокольной приставки и содержит контейнеры 1, которые соединены крепежами 2
в линию, перпендикулярную движению судна. В носовой части судна при помощи
тяг 8 устанавливают ледокольную приставку. Для удобства конструкцию и работу
устройства будем рассматривать на примере одного из контейнеров.

При заполнении области 5 водой рис.2, контейнер приобретает отрицательную пла-
вучесть, т.е. подтапливается, а при откачке воды — контейнер приобретает положи-
тельную плавучесть, т.е. всплывает. Для обеспечения более удобного продвижения
контейнера подо льдом передний край приставки (дальний от судна) и задний край
(ближний к судну) оснащены полозьями 11 (рис.2), причем передний край имеет вы-
пуклую форму 10.
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Рис. 1. Схема ледокольного устройства

Чтобы завести приставку под лед, при помощи насосов 7, установленных в области
5, контейнеру 1 сообщают отрицательную плавучесть, т.е. контейнер подтапливают.
Далее из области 5, регулирующей выталкивающую силу, откачивают воду насоса-
ми 7, тем самым заставляют всплывать контейнер до контакта с ледяным покровом.
Так как боковые стенки 6 контейнера, контактирующие со льдом, имеют острые края
12 (рис.2), то приставка практически врезается боковыми стенками в лед. Вода из
контейнеров откачивается насосами 7, в результате чего в рабочей области 4 образу-
ется разряжение, поэтому под действием атмосферного давления и собственного веса
лед, расположенный над разряженной полостью рушится при определенных геомет-
рических параметрах контейнера и скорости его продвижения. Контейнер начинает
подтапливаться в результате активного заполнения его водой, обломки льда всплыва-
ют, таким образом, происходит очищение контейнера ото льда. Далее обломки льда
раздвигаются обводами движущегося судна. Так как разрушение льда происходит без
остановки судна, то контейнер автоматически продвигается далее под ледяным покро-
вом и процесс продолжается. Для предотвращения попадания осколков льда в насо-
сы, устанавливается решетка 9, зернистость которой зависит от того, каких размеров
включения может пропускать используемые в установке насосы 7. Контейнер имеет
перегородку 3 (рис.2), которая отделяет рабочую область 4 от области 5, регулирую-
щей выталкивающую силу. Необходимо отметить, что суммарная длина установки L1

должна быть больше ширины судна L0, чтобы образовавшийся канал был безопасен
для дальнейшего продвижения судна. Количество насосов, установленных в нижней
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части контейнера, зависит от их подачи и максимальной толщины льда, на которую
рассчитана приставка.

Рис. 2. Сечения плоскостями А-А, В-В, показывающие устройство конструкции для разру-
шения ледяного покрова.

Известно, что ледяной покров неоднороден из-за условий его формирования и нали-
чия всевозможных включений: пузырьков воздуха, песчинок, камней и др. Сплошным
лед также трудно назвать, в нем имеются температурные и деформационные трещи-
ны, образующиеся в процессе роста льда и движения ледовых масс. Возникающие в
процессе жизненного цикла льда сквозные трещины могут залечиваться, в результа-
те заполнения их водой на 90% и последующей ее кристаллизации, причем в случае
такого восстановления сплошности ледяного покрова прочностные свойства льда воз-
растают. Достаточно сложно учесть все возможные особенности льда, поэтому при ре-
шении задач, связанных с анализом напряженно-деформированного состояния льда,
применяют модели упругих изотропных пластин конечной толщины. Предложенная
в работе модель упругой изотропной пластины конечной толщины с учетом ее сжима-
емости, можно применить к решению задачи о деформировании и разрушении льда
ледокольной приставкой. Примем, что рассматриваемая ледяная пластина имеет рас-
пределение температур по толщине от -5◦С до -30◦С, в таком диапазоне температур
лед ведет себя упруго. Для решения задачи примем модуль Юнга и коэффициент
Пуассона зависимыми от температуры и согласно работам [6,7], равными соответ-
ственно E =

(
87.6− 0.21θ − 0.0017θ2

)
102МПа, ν = 0.5 + 0.003θ; коэффициент объем-

ного сжатия (k) примем равным k = (1− 2ν) /E, модуль сдвига — G = E/2 (1 + ν). В
качестве критических напряжений примем напряжения σрас

кр = 4МПа, σсж
кр = −8МПа,

установленные в работе [6]. Процессы, происходящие в материале, из которого выпол-
нены клин и форштевень устройства, не являются объектами исследования в данной
работе, поэтому трение на контактных со льдом поверхностях устройства пренебре-
жем. Воспользуемся решением уравнения теплопроводности, приведенное в работах
[8,9] с учетом λ = λ0 (1 + aθ), где a = −0.0159 град−1

θ = −
1

a
+

√
1

a2
+
x1

h0

(
2θ1

a
+ θ1

)
(8)

Рассмотрим 1/2 области деформирования ледяного покрова в сечении Oх1х2, про-
ходящим вдоль контейнера. На рис.3 представлена схема, поясняющая назначение
граничных условий для решения указанной задачи.
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Рис. 3. Схема к расчету деформации ледяной пластины.

В представленной схеме выделены поверхности, характеризующие взаимодействия
ледяного покрова с нагрузками и окружающей средой. В плоскости Oх2х3 определе-
но три области S4, S5, S6 моделирующие соответственно поверхность взаимодействия
льда с водой, разряженной областью в контейнере и с кромками контейнера соот-
ветственно. На расстоянии h (толщина ледяного покрова) от нижней плоскости льда
определена поверхность S2, которая моделирует контакт льда с воздухом.

В плоскости Oх1х3 выделено несколько поверхностей, ограничивающих исследу-
емую область льда и характеризующих: S1 — взаимодействие исследуемой области
льда с ледяным полем, S3 — взаимодействие свободного края льда с атмосферой.

В плоскости Oх2х3 выделены поверхности S8 и S7, моделирующие соответственно
взаимодействие исследуемой области льда с ледяным полем и поверхность располо-
женную в плоскости симметрии.

Начальные условия задачи условия задачи:

vi|τ=0 = 0, εij |τ=0 = 0, i, j = 1, 2, 3.

Граничные условия задачи, в соответствии с рис.3:

σ11|S2
= −p0; σ11|S4

= −p0 − γh; σ11|S5
= 0, σ11|S6

= −p0 − γh− p1;

(σ12 = σ13)|Si
= 0, i = 2, 4, 5, 6; (σ21 = σ23)|Si

= 0, i = 1, 3; σ22|S3
= 0;

σ32|Si
= 0; i = 7, 8; σ31|S8

= 0; σ33|S7
= 0; v2|S1

= v∗; v3|S8
= 0.

(9)

Здесь p0 — атмосферное давление; γ — удельный вес льда, h — толщина льда;
p1 = bLh1γ0/δ (L+ 2 (b+ δ)) — выталкивающее давление, появляющееся, когда в кон-
тейнере образовалась полость высотой h1; v∗ — скорость перемещения ледяного покро-
ва; γ0 — удельный вес воды; b — половина ширины контейнера; L — длина контейнера;
δ — ширина кромки контейнера (рис.3).
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Для стабилизации системы в вертикальном направлении на периферийной плоско-
сти S7 задавалось уравнение

σ31|S7
= −ψτS

vск
|v|
, i, j, k = 1, 2, 3. (10)

Где ψ — коэффициент ( ψ = 1000 ); vск — скорость скольжения льда относительно ос-
новы; vск = v1|S7

−v∗∗1 ; v∗∗ — скорость перемещения основы (в нашем случае v∗∗ = 0);
τS — условный предел текучести льда. Как показали расчеты, при принятом значе-
нии ψ величина касательных напряжений на плоскости S7 не превышает 0,1 МПа,
величина скорости v1 вблизи поверхности S7 не превышает 0,01 мм/сек.

При решении задачи применялся численный метод [10], в соответствии с которым
исследуемая область представляется в виде объемных ортогональных ячеек конечных
размеров, количество ячеек — 2340 штук. Для каждой ячейки записывается система
уравнений в разностном виде в количестве 74820. Расчетное время одной итерации,
произведенной на компьютере с процессором INTEL R© CoreTMi5CPU 760@2.80GHz со-
ставило 48с. Для сходимости решения с установленной точностью 0.001 потребовалось
18 итерации на каждом временном шаге. Решение системы уравнений производится
по алгоритму, описанному в работах [11,12], с применением программного продукта
[13].
Результаты исследований. Исследованию напряженно-деформированного со-

стояния подвергался ледяной покров толщиной 0.5 м, 0.75 м, 1.0 м, находящийся под
воздействием динамической нагрузки в виде ледокольной приставки, движущейся с
постоянной скоростью 10 км/ч, 20км/ч, 30км/ч. Длинна контейнера принималась рав-
на 4 м, ширина 3 м, причем контейнер подо льдом располагается так, что его длина
параллельна движению судна и приставки. Температура окружающей среды прини-
маем -30◦С.

Устойчивость полученных решений проверялась численно при варьировании зада-
ваемых параметров в пределах 0.01%. В результате вычислений решения, полученные
при задании параметров с погрешностью, и без нее совпали, соответственно получае-
мые решения можно считать устойчивыми. При проведении вычислений проводился
контроль значений касательных напряжений. Расчетные значения касательных на-
пряжений всегда на порядок были меньше нормальных напряжений, поэтому нор-
мальные напряжения принимались главными.

Рассмотрим более подробно результаты численного решения, и определим возмож-
ность разрушения льда данным способом на основании анализа НДС ледяной пла-
стины, находящейся под действием динамической нагрузки.

В данной работе рассматривается НДС ледяной пластины. На рис.4, 5 приведено
распределение напряжений в верхних слоях ледяной пластины, при квазипостоянном
движении ледяного контейнера подо льдом. Из рис.2, 5 видно, что при исследуемых
скоростях передвижения 30 км/ч, 20 км/ч, 10 км/ч в ледяном покрове наибольших
значений достигают напряжения в ледяном покрове, расположенном над серединой
полости контейнера.

Для льда рассматриваемых толщин характерно распределение напряжений, при
котором характер σ22 и σ33 одинаков. На поверхности льда, контактирующей с воз-
духом, наблюдаются сжимающие напряжения, а на противоположной поверхности
растягивающие. Лед деформируясь провисает в разряженную полость контейнера.
Перемещение льда в направлении противоположном оси х1 у полуметрового льда не
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a)

б)

в)

Рис. 4. Схема распределения напряжений σ22 в приповерхностных слоях ледяного покрова,
находящегося под действием системы нагрузок при скорости движения ледокольной пристав-
ки а) — 30 км/ч; б) — 20 км/ч; в) — 10 км/ч.

превышает 2.8 см, а у метрового 0.4 см, для льда толщиной 0.75 м провисание не
превышает 1.2 см.

У льда толщиной 0.5 м наибольшие растягивающие напряжения достигают σ33 =
6.9 МПа, а сжимающие σ33 = −7.1 МПа в том же сечении при скорости движения
ледокольной приставки v = 30 км/час. Напряжения при v = 20 км/час и v = 10
км/час меньше по своим численным значениям напряжений при v = 30 км/час.

Рассматривая лед толщиной 0.75 м наибольшие, установлено, что растягивающие
напряжения достигают σ33 = 4.7 МПа, а сжимающие σ33 = −5.2 МПа в том же сече-
нии при скорости движения ледокольной приставки v = 30 км/час. Напряжения при
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a)

б)

в)

Рис. 5. Схема распределения напряжений σ33 в приповерхностных слоях ледяного покрова,
находящегося под действием системы нагрузок при скорости движения ледокольной пристав-
ки а) — 30 км/ч; б) — 20 км/ч; в) — 10 км/ч.

v = 20 км/час и v = 10 км/час меньше по своим численным значениям напряжений
при v = 30 км/час.

Во льду толщиной 1 м максимальные растягивающие и сжимающие напряжения
равны соответственно σ33 = 1.9 МПа и σ33 = −1.6 МПа. Напряжения, возникающие в
толще метрового льда, в 3.8 раза меньше напряжений возникающих в полуметровом
ледяном покрове при тех же параметрах контейнера. Наибольшие значения напряже-
ний в толще метрового льда отмечены также при v = 30 км/час.

В сечении, проходящем по задней стенке контейнера на расстоянии k = 2.5 м пе-
ред контейнером, наблюдается изменение характера распределения напряжения. На
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поверхности льда и на нижней его части имеют место растягивающие напряжения
равные, соответственно, у льда толщиной 0.5 м. 1.7 МПа и 0.5 МПа, у льда толщиной
0.75 м 1.1 МПа и 0.3 МПа, а у метрового - 0.5МПа и 0.1МПа.

Если в качестве критерия разрушения принять напряжение растяжения σпр.раст. =
1 МПа, а напряжение сжатия σпр.сжим = −2.7 МПа, то, в данном случае, можно с
уверенностью утверждать, что лед толщиной 0.5 м будет полностью разрушаться при
всех рассматриваемых скоростях передвижения ледокольной приставки. Если ско-
рость движения контейнера v = 10 км/час, то начальные разрушения будут наблю-
даться уже на расстоянии 6 метров перед контейнером, при v = 20 км/час — 5 м, при
v = 30 км/час — 4 м. В окрестности контейнера разрушение полуметрового льда будет
полным. При таких параметрах контейнера у метрового льда характер распределения
напряженного состояния будет несколько иным. Сжимающие напряжения, в отличии
от растягивающих, не превышают принятого критерия разрушения. Вероятнее всего у
льда толщиной 1 м будет иметь место только начальное разрушение, возникающее над
полостью контейнера. В этом случае, необходимо доламывание льда, которое может
быть осуществлено обводами судна движущего приставку. Ледяной покров толщиной
0.75 м будет разрушен частично, а именно, будет иметь место начальное нарушение
сплошности с вероятностью его эволюционирования до разрушения.

Рассмотрим второй вариант расположения ледокольной приставки подо льдом, ко-
гда контейнер вытянут в направлении перпендикулярном движению судна. В этом
случае параметры будут следующими L = 3 м, 2b = 4 м, e = 2.4 м, r = 4 м. Ха-
рактер распределения напряжения во льду толщиной 0.5 м при скоростях v = 10
км/час, v = 20 км/час и v = 30 км/час по сравнению с ранее рассмотренным случаем
остается практически без изменений. Изменение конфигурации контейнера привело
к росту численных значений напряжений σ22 у полуметрового льда в интервале от
0.5–0.6 МПа, а σ33 — от 0.1–0.2 МПа. У льда толщиной 0.75 м — σ22 от 0.2–0.3 МПа,
а σ33 — от 0.05—0.1 МПа, у метрового льда увеличение σ22 колеблется в интервале
от 0.1–0.2 МПа, а σ33 — от 0.03–0.05 МПа. Безусловно, малое изменение напряжений
не может оказать значительного влияния на изменение распределения напряжений в
исследуемой области деформирования.

Анализируя полученные результаты, можно сделать вывод о том, что движущая-
ся подо льдом ледокольная приставка вызывает значительные деформации ледяного
покрова толщиной 0.5 м, 0.75 м и 1 м. Различные варианты расположения контейнера
под метровым льдом не вызывают изменений в характере распределения напряже-
ния в толще льда на всем интервале задания скоростей. Полное разрушение льда над
полостью контейнера будет происходить при толщине льда 0.5 м.
Вывод.Проведенные в работе исследования ледяного покрова, находящегося под

действием движущейся нагрузоки, с применением разработанной математической мо-
дели однородной изотропной пластины конечной толщины, находящейся под действи-
ем системы нагрузок, показали пригодность разработанной модели для проведения
исследований напряженно-деформированного состояния нагруженных пластин.

Результаты численных исследований показали, что данное ледокольное устройство
может быть использовано для разрушения ледяного покрова толщиной 0.5 м, причем
оптимальная скорость устройства равна 30 км/ч.

Предложенная математическая модель деформирования системой нагрузок од-
нородной изотропной пластины конечной толщины и результаты исследования
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напряженно-деформированного состояния ледяного покрова, могут быть использо-
ваны для разработок инновационных способов разрушения льда и прокладывания
судоходных каналов в зимние периоды на реках северных регионов.
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THE MATHEMATICAL MODEL OF ELASTIC ISOTROPIC PLATE OF FINITE
THICKNESS INTENDED FOR STUDYING THE STRESS-STRAIN STATE OF

THE ICE COVER UNDER THE INFLUENCE OF A DYNAMIC LOAD.
Machine Engineering and Metallurgy of the Far-Eastern Branch of Russian Academy of Sciences,

Komsomolsk-on-Amure, Russia

Abstract. The mathematical model has been made with the applying of theory of small elastic
strains and well-tested numerical method for research of stress-strain state of elastic isotropic
plate of finite thickness, under the influence of the dynamic load. The practicability of using this
mathematical model to study the bearing capacity of the ice cover was shown.

Keywords: mathematical model, numerical simulation, complex loading, elasticity theory,
deformation, stresses, ice cover.
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