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Аннотация. В статье рассматриваются некоторые вопросы теории кручения анизотропных
однородных и неоднородных стержней. Анизотропия тел и конструкций является одним из
важных свойств, обусловленных технологическими характеристиками и конструктивными
решениями и т.д. Учет анизотропии материала актуален при решении различных техноло-
гических задач. В работе построено поле характеристик и линии разрыва напряжений тран-
сляционно-анизотропных призматических однородного и составного стержней. Полученные
результаты могут быть применены при решении новых задач теории предельного состояния.
В частности, результаты могут быть применены при расчетах несущей способности конструк-
ций и позволяют учитывать влияние анизотропии при определении предельных усилий при
кручении.

Ключевые слова: анизотропия, кручение, предельное состояние, поле характеристик, линии
разрыва, напряжение, стержень.
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Кручение изотропных цилиндрических и призматических идеальнопластических
стержней рассмотрено в работах [1], [2], [3]. Кручение анизотропных и неоднородных
идеальнопластических стержней исследовано в [4], [5].

Исследуем кручение трансляционно-анизотропных призматических стержней в
случае, когда боковая поверхность стержня свободна от касательных усилий.

Предельное условие для напряжений в случае трансляционной идеальнопластиче-
ской анизотропии запишем в виде

(τxz − k1)2 + (τyz − k2)2 = k2
0, k1, k2, k0 = const, (1)
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где τxz, τyz — касательные напряжения.
В дальнейшем перейдем к безразмерным величинам и отнесем все величины, име-

ющие размерность напряжений, к величине k0. Сохраним обозначения для τxz, τyz,
k1, k2. Условие (1) примет вид

(τxz − k1)2 + (τyz − k2)2 = 1. (2)

Соотношение (2) перепишем в виде

τ2
xz + τ2

yz − 2(k1τxz + k2τyz)− (1− k2
1 − k2

2) = 0. (3)

Положим
τxz = k(θ) cos θ, τyz = k(θ) sin θ,

τyz
τxz

= tg θ. (4)

Из (3), (4) найдем

k2(θ)− 2k(θ)(k1 cos θ + k2 sin θ)− (1− k2
1 − k2

2) = 0. (5)

В дальнейшем положим

ρ =
√
k2

1 + k2
2,

k1

ρ
= cosµ,

k2

ρ
= sinµ, tgµ =

k2

k1
. (6)

Согласно (6) соотношение (5) примет вид

k2(θ)− 2k(θ)ρ cos(θ − µ)− (1− ρ2) = 0. (7)

Из (7) найдем

k(θ)1,2 = ρ cos(θ − µ)±
√

1− ρ2 sin2(θ − µ). (8)

В (8) следует ограничиться верхним знаком, таким образом величина k(θ), характе-
ризующая анизотропию материала, принимает вид

k(θ) = ρ cos(θ − µ) +

√
1− ρ2 sin2(θ − µ). (9)

Из уравнения равновесия
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0 (10)

и выражений (4) получим(
dk

dθ
cos θ − k(θ) sin θ

)
∂θ

∂x
+

(
dk

dθ
sin θ + k(θ) cos θ

)
∂θ

∂y
= 0, (11)

где, согласно (9),

dk

dθ
= −ρ sin(θ − µ)−

√
2

2

ρ2 sin 2(θ − µ)√
2− ρ2(1− cos 2(θ − µ))

. (12)

Уравнение (12) имеет решение [1]

y =

dk

dθ
sin θ + k(θ) cos θ

dk

dθ
cos θ − k(θ) sin θ

x+ C, θ, C = const . (13)

Линеаризуем соотношения (9) и (12). Примем,

k1 = δk′1, k2 = δk′2. (14)
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Тогда ρ = δρ̄, где ρ̄ =
√

(k′1)2 + (k′2)2. Из (9) получим следующее соотношение:

k(θ) = δρ̄ cos(θ − µ) + 1− 1

2
δ2ρ̄2 sin2(θ − µ) + ... .

Ограничиваясь первым приближением, имеем

k(θ) = 1 + δρ̄ cos(θ − µ),

dk

dθ
= −δρ̄ sin(θ − µ).

(15)

Подставив (15) в выражение (13), после преобразований получим

y = − cos θ + δρ̄ cos(2θ − µ)

sin θ

(
1 + δ

ρ̄ sin(2θ − µ)

sin θ

)x+ C, (16)

где (
1 + δ

ρ̄ sin(2θ − µ)

sin θ

)−1

=

= 1− δ ρ̄ sin(2θ − µ)

sin θ
+ δ2 ρ̄

2 sin2(2θ − µ)

sin2 θ
− δ3 ρ̄

3 sin3(2θ − µ)

sin3 θ
+ ... . (17)

Подставив (17) в (16) и ограничившись первым приближением, имеем

y =

(
− ctg θ + δρ̄

sin(2θ − µ) cos θ − cos(2θ − µ) sin θ

sin2 θ

)
x+ C.

Таким образом, уравнение характеристик имеет вид

y =

(
− ctg θ + δ

ρ̄ sin(θ − µ)

sin2 θ

)
x+ C. (18)

Рассмотрим кручение стержня, поперечное сечение которого есть прямоугольник
ABCD. Тогда уравнения характеристик имеют вид

AB(θ = 0) : x = C1,

BC
(
θ =

π

2

)
: y = δρ̄ cosµx+ C2,

CD(θ = π) : x = C3,

AD

(
θ =

3π

2

)
: y = −δρ̄ cosµx+ C4.

(19)

Пусть µ = 0, тогда из последнего выражения (6) имеем k2 = 0, δρ̄ = k1 и уравнения
характеристик (19) примут вид

AB : x = C1,
BC : y = k1x+ C2,
CD : x = C3,
DC : y = −k1x+ C4.

На рис. 1 построено поле характеристик.Жирными линиями показаны линии разрыва
напряжений.
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Рис. 1.

Пусть µ = π/6 (рис. 2), тогда из последнего выражения (6) имеем k1 =
√

3k2, δρ̄ =
2k2 и уравнения характеристик примут вид

AB : x = C1,

BC : y =
√

3k2x+ C2,
CD : x = C3,

DC : y = −
√

3k2x+ C4.

Рис. 2.

Пусть µ = π/4 (рис. 3), тогда из последнего выражения (6) имеем k1 =
√

2k2, δρ̄ =√
3k2 и уравнения характеристик примут вид

AB : x = C1,

BC : y =

√
6

2
k2x+ C2,

CD : x = C3,

DC : y = −
√

6

2
k2x+ C4.
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Рис. 3.

Пусть µ = π/3 (рис. 4), тогда из последнего выражения (6) имеем k2 =
√

3k1, δρ̄ =
2k1 и уравнения характеристик примут вид

AB : x = C1,
BC : y = k1x+ C2,
CD : x = C3,
DC : y = −k1x+ C4.

Таким образом, мы получили, что поле характеристик и линии разрыва при µ = π/3
совпадают с полем характеристик и линиями разрыва при µ = 0.

Рис. 4.

Пусть µ = π/2 (рис. 5), тогда из последнего выражения (6) имеем k1 = 0, δρ̄ = k2 и
уравнения характеристик примут вид

AB : x = C1,
BC : y = C2,
CD : x = C3,
DC : y = C4.

Мы получили, что в этом случае поле характертерик и линии разрыва совпадают с
полем характеристик и линиями разрыва изотропного прямоугольного стержня [3].
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Рис. 5.

Рассмотрим составной прямоугольный анизотропный призматический стержень,
разделенный на две области линией неоднородности AB, параллельной одной из сто-
рон прямоугольного сечения (рис. 6).

Рис. 6.

Условие пластичности в каждой области имеет вид

(τxz − ki1)2 + (τyz − ki2)2 = k2
i0, ki1, ki2, ki0 = const, (20)

при этом k20 > k10, i = 1, 2.
Построим линии разрыва напряжений в каждой области. Отметим, что на линии

неоднородности AB должно выполняться условие сопряжения векторов касательных
напряжений, в остальном построение аналогично вышеприведенному.

На рис. 7 дано построение поля характеристик и линий разрыва напряжений в каж-
дой области в случае кручения при µ1 = µ2 = 0.

На рис. 8 дано построение поля характеристик и линий разрыва напряжений в каж-
дой области в случае µ1 = µ2 = π/4.

Таким образом, построены поля характеристик и линии разрыва напряжений в слу-
чае кручения анизотропного однородного и составного прямоугольного анизотропного
призматического стержней.
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ON THE FIELD OF CHARACTERISTICS AND STRESS RUPTURE LINES
FOR TORSION OF ANISOTROPIC PRISMATIC RODS

1I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University, Cheboksary, Russia
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Abstract. In the article some problems of the theory of torsion of anisotropic homogeneous
and inhomogeneous rods are considered. Anisotropy of bodies and structures is one of the
important properties due to technological characteristics and design solutions, etc. Accounting
for the anisotropy of the material is relevant for solving various technological problems. A field
of characteristics and lines of stress rupture of translation-anisotropic prismatic homogeneous
and composite rods are constructed in this paper. The results obtained can be applied to solve
new problems in the theory of the limiting state. In particular, the results can be applied to
the calculation of the bearing capacity of structures and allow for the influence of anisotropy in
determining the ultimate torsional forces.
Keywords: anisotropy, torsion, limiting state, field of characteristics, lines of discontinuity, stress,
rod.
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