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Аннотация. В работе рассматриваются проблемы математического моделирования нелиней-
ного гиперболического термоупругого континуума и вывода дивергентных законов сохране-
ния в терминах физических теорий поля. Приводятся действие и плотность действия для
гиперболического термоупругого континуума. В условиях трансляционных симметрий плот-
ности действия конструируется тензор энергии–импульса. Выведены точные формы гамиль-
тониана, вектора Умова–Пойнтинга, вектора псевдоимпульса и тензора напряжений Эшелби.
Изучены масштабные симметрии действия и получены соответствующие законы сохранения.
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1. Введение
Современные структурные и функциональные материалы проявляют физические

свойства, которые невозможно описать в рамках классической механики сплошных
сред. Например, поведение нематических жидких кристаллов, аномальный пьезоэлек-
трический эффект в кварце, дисперсия упругих волн, эффект “второго звука” и ряд
других экспериментально наблюдаемых аномальных физических свойств. Поэтому
разработка математических моделей процессов синтеза и эксплуатации материалов
с нелинейными термомеханическими особенностями и описание их свойств является
актуальной проблемой современной механики континуума. Математические теории
сложных гиперболических континуумов могут быть построены в рамках формализма
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теории поля [1-17]. Законы сохранения играют большую роль в математической физи-
ке; например, они служат для верификации результатов численного моделирования в
качестве первых интегралов системы дифференциальных уравнений в частных про-
изводных, определяющих математическую модель. Кроме того, интегральная форма
законов сохранения может быть использована при разработке метода конечных эле-
ментов и критериев физической корректности математической модели [18-20], а также
в расчетах сильных разрывов физических полей.

Применение теории поля как инструмента математического моделирования при-
водит к естественным формулировкам определяющих соотношений и законов со-
хранения. В представляемой работе, опираясь на терию Нетер [21] инвариантных
вариационных функционалов относительно однопараметрических групп преобразо-
ваний пространственно–временных координат и физических полей, конструируется
тензор энергии–импульса, выводятся точные формы гамильтониана, вектора Умова–
Пойнтинга, вектора псевдоимпульса и тензора напряжений Эшелби.
2. Интеграл действия. 4-вектор тока. Тензор энергии–импульса, гамиль-

тониан, псевдоимпульс, тензор напряжений Эшелби
Формализм теории поля основан на математическом описании физических полей

интегральным функционалом действия. Общая форма вариацонного интеграла дей-
ствия в заданной области 4-пространства–времени имеет вид

I =

∫
L(Xβ, ϕk, ∂αϕ

k)d4X, (1)

где ϕk — физические поля, L — плотность Лагранжиана, d4X = dX1dX2dX3dX4 —
элементарный 4-объем в пространстве–времени.

Принцип наименьшего действия утверждает, что фактическое поле реализуется в
пространстве-времени таким образом, что действие (1) минимально, т. е. для любых
допустимых вариаций физических полей ϕk и неизменных координатах Xβ справед-
ливо следующее уравнение:

δI = 0. (2)

В этом случае можно получить классические уравнения Эйлера–Лагранжа:

Ek(L) =
∂L
∂ϕk

− ∂α
∂L

∂(∂αϕk)
= 0.

В общем случае закон сохранения (2) имеет следующую дивергентную 4-
ковариантную форму

∂βJ
β = 0,

где Jβ — 4-вектор тока. Закон сохранения выполняется в силу уравнений поля, т.е.
когда физические поля удовлетворяют уравнениям Эйлера–Лагранжа, и не может
быть интерпретирован независимо от уравнений поля.

Используя конечные вариации δO = δ/ε, 4-вектор тока на основании теории Нетер
может быть получен в виде [4, 5]

Jβ =
∂L

∂(∂βϕk)
δOϕk +

(
Lδβα − (∂αϕ

k)
∂L

∂(∂βϕk)

)
δOXα, (3)

если известны вариационные симметрии действия (1).
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В наиболее важных случаях интегральная плотность действия L инвариантна от-
носительно сдвигов координат Xα. Очевидно, это имеет место, когда L не зависит от
переменных Xα явно. В этом случае можно без труда определить 4-вектор тока и 4-
ковариантный тензор энергии–импульса и сформулировать соответствующие законы
сохранения. Тензор энергии–импульса T β··α (α, β = 1, 2, 3, 4) определяется следующей
формулой [4, 5]:

T β··α = Lδβα − (∂αϕ
k)

∂L
∂(∂βϕk)

. (4)

Компоненты тензора энергии–импульса естественным образом разделяются на 4
группы (λ, µ = 1, 2, 3):

(i) Tµ··λ = Lδµλ − (∂λϕ
k)

∂L
∂(∂µϕk)

,

(ii) Tµ··4 = Lδβ4 − (∂4ϕ
k)

∂L
∂(∂µϕk)

,

(iii) T 4·
·λ = Lδ4

λ − (∂λϕ
k)

∂L
∂(∂4ϕk)

,

(iv) T 4·
·4 = Lδ4

4 − (∂λϕ
k)

∂L
∂(44ϕk)

.

(5)

Из (i)–(iv) следует, что компоненты тензора энергии–импульса включают извест-
ные физические величины: T 4·

·4 = H — гамильтониан, Tµ··4 = Γµ — вектор Умова–
Пойнтинга, T 4·

·λ = Pλ вектор псевдоимпульса, Tµ··λ = −Pµ··λ — тензор напряжений Эшел-
би.

Законы сохранения, соответствующие трансляционным симметриям действия,
можно представить в форме квазилинейного уравнения

∂µT
µ·
·λ = 0 (λ, µ = 1, 2, 3, 4). (6)

Уравнения (6) можно разделить на следующие симметричные канонические урав-
нения

−Ḣ + ∂µΓµ = 0, −Ṗλ + ∂µP
µ·
·λ = 0. (λ, µ = 1, 2, 3) (7)

Уравнения (7) — это уравнение баланса энергии и уравнение баланса псевдоим-
пульса соответственно.
3. Законы сохранения для гиперболического термоупругого поля
Лагранжиан связанного термоупругого поля в рамках 4 × 4-формализма в декар-

товой системе координат можно представить как разность кинетической энергии и
свободной энергии Гельмгольца ψ

L(Xα, ẋj , ϑ̇, ∂αxj , ∂αϑ) =
1

2
ρR(Xα)ẋkẋk − ψ(Xα, ϑ̇, ∂αxj , ∂αϑ). (8)

Здесь ρR обозначает референциальную массовую плотность, xj — переменные Эйлера,
ϑ — поле температурного смещения, связанное с температурой θ уравнением θ =
ϑ̇. Уравнения поля, соответствующие лагранжиану (8), могут быть представлены в
следующем виде

∂αS
α·
·j − ∂4Pj = 0 (α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3), (9)

∂αj
α
R + ∂4s = 0. (10)
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Здесь мы использовали следующие обозначения:

Sα··j = − ∂L
∂(∂αxj)

, Pj =
∂L

∂(∂4xj)
, s =

∂L
∂(∂4ϑ)

, jαR =
∂L

∂(∂αϑ)
. (11)

Законы сохранения, соответствующие транcляционной инвариантности интеграла
термоупругого действия, т.е. когда плотность лагранжиана не зависит от простран-
ственных координат Xβ (β = 1, 2, 3) и временной переменной записываются в форме

∂β(Lδβα + Sβ··j ∂αxj − j
β
R∂αϑ)− (ρRẋj∂αxj + s∂αϑ)· = 0, (12)

∂β(Sβ··j ẋj − j
β
Rθ) + (L − ρRẋj ẋj − sθ)· = 0. (13)

(α, β = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3) (14)

Первое уравнение в (12) является уравнением баланса псевдоимпульса термоупру-
гого поля.

Второе уравнение в (12) путем замены плотности лагранжиана (8) может быть
представлено как

∂β

(
Sβ··j vj − j

β
Rθ
)
−
(

1

2
ρRvkvk + ψ + sθ

)·
= 0. (15)

Заметим, что для вывода закона сохранения (15) достаточно принять инвари-
антность интеграла термоупругого действия при трансляционных преобразованиях
пространства–времени и выполнение уравнений поля (9).

Предполагая, что термоупругий континуум неоднороден, т.е. плотность лагранжи-
ана явно зависит от лагранжевых координат Xβ , но не зависит от временной пере-
менной, получим

∂expl
β L 6= 0 (β = 1, 2, 3), (16)

вместо закона сохранения мы имеем уравнение баланса

∂β(Lδβα + Sβ··j ∂αxj − j
β
R∂αϑ)− (ρRẋj∂αxj + s∂αϑ)· = ∂expl

β L. (17)

Другие законы сохранения соответствуют однопараметрической группе масштаб-
ных преобразований [22-24] переменных Эйлера и Лагранжа

X̃α = Xα + εXα,
x̃j = xj − εxj ,

(18)

где x4 = ϑ.
Инфинитизимальный оператор однопараметрической группы (18) находится в виде

ς · ∂ = Xγ

(
∂

∂Xγ

)
expl

− xk
∂

∂xk
. (19)

Инфинитизимальный оператор один раз продолженной группы (18) получается в
форме

ς
1
· ∂ = Xγ

(
∂

∂Xγ

)
expl

− xk
∂

∂xk
− 2(∂αxj)

∂

∂(∂αxj)
. (20)
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Критерий инфинитизимальной инвариантности функционала действия выражает-
ся уравнением

Xγ∂
expl
γ L − 2

(
∂L

∂(∂βxj)

)
∂βxj + 4L = 0. (21)

Если термоупругий континуум однороден и лагранжиан инвариантен относитель-
но сдвигов по времени, то любой лагранжиан, квадратично зависящий от градиентов
∂βxj , удовлетворяет критерию (21), а термоупругое поле имеет масштабные симмет-
рии (18). В этом случае можно получить соответствующие законы сохранения с по-
мощью теории Нетер. Таким образом, для термоупругой деформации и смещения
температуры однородного гиперболического термоупругого континуума, удовлетво-
ряющего уравнениям поля (9), справедлив следующий закон сохранения

∂σJ
σ = 0 (σ = 1, 2, 3, 4),

где 4-вектор тока может быть представлен в виде

Jσ = XσL+
∂L

∂(∂σxk)
(−xk −Xγ∂γxk) (σ, γ = 1, 2, 3, 4; k = 1, 2, 3, 4).

Окончательно, рассматриваемый закон сохранения можно получить в следующей
дивергентной форме

∂β

[
(Lδβα + Sβ··j ∂αxj − j

β
R∂αϑ)Xα + (Sβ··j ẋj − j

β
Rθ)t+ Sβ··j xj − ϑj

β
R

]
+

+ [Ht− (ρRẋj∂αxj + s∂αϑ)Xα − ρRẋjxj − sϑ]· = 0,
(22)

с гамильтонианом поля, определяемым согласно

H =
1

2
ρRẋkẋk + ψ + sϑ.

Подводя итоги, заметим, что в рамках теоретико–полевого формализма определены
все канонические физические переменные, относящиеся к теории связанной гипербо-
лической термоупругости.
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СONSERVATION LAWS FOR HYPERBOLIC THERMOELASTICITY
CORRESPONDING TO THE VARIATIONAL SYMMETRIES OF ACTION

Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. The mathematical modelling of hyperbolic thermoelastic continuum is carried out
in terms of the field theory formalism. The action and the action density for the hyperbolic
thermoelastic continuum are discussed. The energy–momentum tensor is constructed in virtue
of translational symmetries of the action density. The Hamiltonian, the Umov–Poynting vector,
the pseudomomentum vector and the Eshelby stress tensor are derived сomprising the all physical
quantaties of the classical field theory. Scale symmetries of the action are investigated and the
corresponding conservation laws are obtained.
Keywords: thermoelasticity, microstructure, field, action, covariance, conservation law, 4-current,
energy–momentum tensor.
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