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Аннотация. Анализируются возможные общие соотношения для описания напряженно-
деформированного состояния конструкций из гибридных армированных бетонов, как сло-
истых неоднородных конструкций с кусочно-непрерывными изменениями свойств за счет из-
менения структур армирования и физико-механических характеристик фазовых материалов.
Применительно к стержневым конструкциям обсуждаются возможные и удобные для рас-
четов уравнения состояния. Дан обзор решений полученных с их помощью задач продольно
поперечного изгиба армированных балок разных сечений: однотаворных, двутаворных, тра-
пецевидных, и в виде срезанного эллиптического пояса, а также исследование рационального
распределения в них арматуры.
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Теория создания современных гибридных армированных строительных сооруже-
ний с физико-механической точки зрения при математическом моделировании про-
цессов деформирования и предельных состояний требует рассматривать их как неод-
нородные слоисто-волокнистые конструкции с непрерывным во времени изменением
физико-механических свойств вследствие изменений внешних условий термосиловых
воздействий и взаимодействия состовляющих общую среду фазовых материалов. При
этом следует выделять два различных типа таких комбинированных сред в конструк-
ции: дисперсно-упрочненные среды матриц-бетонов и среды с выделенными направ-
лениями усиления – армирующие среды.Последние проявляют неоднородные и анизо-
тропные свойства в зависимости от степени укладки и направлений траекторий арми-
рования. Такие среды с гетерогенными структурами обычно называют композитными
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материалами (КМ) и их поведение можно изучать на основе законов механики сплош-
ных сред в случаях когда градиенты прилагаемых внешних нагрузок и температур на
расстояниях порядка масштаба неоднородности δ столь незначителен, что ими можно
пренебречь.

В этих условиях можно ввести представительный элемент среды с достаточно ма-
лым объемом V , характерный размер которого сравним с δ. После чего можно за счет
осреднения по объему V перейти от исследования микронапряжений σij к макрона-
пряжениям < σij >

< σij >=
1

V

∫
V
σijdV. (1)

Это позволяет при известных законах деформирования микронапряжений фазовых
материалов построить закон деформирования соответствующего КМ [1-7].

В большинстве случаев такие закономерности можно построить опираясь на мо-
дели линейно-упругих или линейных упруго-вязких фазовых материалов с установ-
лением определенных усредненных характеристик упругих жесткостей и вязких со-
противлений [8]. При малых уровнях нагрузок и температур использование такого
подхода вполне приемлемо. Однако при средних и относительно высоких уровнях на-
гружения и нагрева в силу гетерогенности КМ и больших различий в особенностях
деформирования фазовых материалов возникает необходимость учета их нелинейных
свойств, что очень часто приводит к необходимости разработок специальных конечно-
элементных программ для анализа поведения даже простейших микрообразцов из
гибридных КМ.

Сложность прогнозирования термомеханического состояния заключается в том,
что многие факторы оказывают существенное влияние на деформационные свой-
ства КМ-бетонов: начальные технологические напряжения, термочувствительность
фазовых материалов, химическая и климатическая чувствительность, пористость,
состав бетонной смеси, температурный режим твердения и эксплуатации конструк-
ций, скорость процессов деформирования, уровень водоцементного отношения, при-
рода и структура расположения армирующих элементов. При разработке математиче-
ской модели деформирования требуется проведение большой программы испытаний
образцов-свидетелей соответствующих фазовых материалов в рамках широкого из-
менения влияющих факторов и испытаний изготовленных контролируемой единой
технологии образцов-свидетелей КМ. Такая информация зачастую неизвестна для
многих фазовых материалов. Чаще всего для них известны лишь модули упругости
Ei, характеристики максимального упрочнения (σi∗, εi∗), разрушения (σi∗∗, εi∗∗) для
i-го фазового материала. Поэтому при разработке аппроксимирующих зависимостей
диаграмм деформирования следует исходить из максимально упрощенных и учиты-
вающих основные наблюдаемые в экспериментах качественные свойства и количе-
ственно зафиксированные характеристики. Анализ многочисленных экспериментах
на образцах армирующих волокон (металлических, пластиковых, базальтовых) при
растяжении чаще всего дает практически линейную диаграмму, а при сжатии сильно
нелинейную, бетоны – обладают тем же свойством [10,13–15,20].

Учитывая это, примем, как и в [5, 21] для всех фазовых материалов однонаправ-
ленного гибридного композита аппроксимации в виде кубических полиномов

σi = σ0
i +A1iεi +A2iε

2
i +A3iε

3
i , εi = ε− εθi , (i = 1, 2, ..., n), (2)



28 Ю.В. НЕМИРОВСКИЙ

здесь σ0
i – начальные напряжения; εθi – температурные деформации; σi – напряжение

в i-ом фазовом материале, ε – деформация; A1i, A2i, A3i – параметры аппроксима-
ции i-го фазового материала, зависящие в общем случае от температуры и скорости
деформации. Эта зависимость справедлива в диапазоне деформирования

−min
(
ε−i∗ − ε

θ
i

)
≤ ε ≤ min

(
ε+
i∗ + εθi

)
, (3)

где ε±i∗ – предельные деформации предразрушения i-го фазового материала при рас-
тяжении (+) и сжатии (-).

Тогда на основании структурной модели композита разработанной в [1] для однона-
правленного микрокомпозита в условиях продольного растяжения - сжатия получим
зависимость

σ = σ0 +B1ε+B2ε
2 +B3ε

3, σ0 =

n∑
i=1

ωi

[
σ0
i −A1iε

θ
i −A2i

(
εθi

)2
−A3i

(
εθi

)3
]
, (4)

B1 =

n∑
i=1

ωi

[
A1i − 2A2iε

θ
i + 3A3i

(
εθi

)2
]
, B2 =

n∑
i=1

ωi

[
A2i − 3A3iε

θ
i

]
, (5)

B3 =

n∑
i=1

ωiA3i, ω0 +

n∑
i=1

ωi = 1,

здесь ω0 – коэффициент пористости, ωi – коэффициент заполнения i-го фазового ма-
териала.

Предполагается, что коэффициенты A1i, A2i, A3i определены из проведенных экс-
периментов для образцов соответствующих фазовых материалов. Для этого необхо-
димо располагать полными диаграммами растяжения-сжатия. При этом некоторые
из коэффициентов в выражении (2) могут занулятся. Например, известно, что высо-
копрочные и высокомодульные волокна ведут себя практически как упруго-хрупкие.
Следовательно, для такой фазы можно принять значения A3i = 0 или A2i = A3i = 0.

Тогда для соответствующего фазового материала будем иметь зависимости

σi = σ0
i +A1iεi +A2iε

2
i , εi = ε− εθi , (6)

или

σi = σ0
i +A1iεi. (7)

Если все фазы вполне удовлетворительно описываются зависимостями (6), то для
микрокомпозита диаграмма деформирования будет описываться зависимостью

σ = σ0 +B1ε+B2ε
2, (8)

B1 =
n∑
i=1

ωi

[
σ0
i −A1iε

θ
i −A2i

(
εθi

)2
]
, B2 =

n∑
i=1

ωiA2i, ω0 +
n∑
i=1

ωi = 1. (9)

В ряде случаев диаграммы фазовых материалов лучше аппроксимируются зависи-
мостями
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σi = σ0
i +Aiε+A2iε

βi
i .

Тогда вместо (8) будем иметь для КМ

σ =
n∑
i=1

ωi

[
σ0
i −A1iε

θ
i

]
+

n∑
i=1

ωi

[
A1iε+A2i

(
ε− εiθ

)βi] . (10)

Принимая ωi = 0 будем иметь соответствующие зависимости для соответствующих
образцов матриц-бетонов. Бетон является ключевым элементом в функционировании
армированных бетонных конструкций и в разработке математических расчетных мо-
делей. В общем случае диаграмма растяжения-сжатия бетона имеет вид

Рис. 1. Диаграмма расширения-сжатия бетона

где участок C−OC+ соответствует участку сохранения сплошности, участки разу-
прочнения C+D+ и C−D− – участки нарушения сплошности за счет развития скры-
тых механизмов внутренней трещинноватости. Поэтому участок C−OC+ в расчетах
будем считать предельно допустимым по деформациям для бетона при использовании
модели механики сплошной среды, а деформации деформациями предразрушения.

а) б)

Рис. 2. Балки а) трапециевидного и б) эллиптического сечений.

Испытания многих марок бетонов на растяжение и сжатие показывают, что ε−∗ >>
ε+
∗ [10-20]. Поэтому чаще всего в целях упрощения методики расчетов в армированных
и неармированных бетонных конструкций считают, что бетон не сопротивляется рас-
тяжению, воспринимает только сжатие, что не позволяет рассматривать даже такие
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простые задачи, как поперечный и продольно-поперечный изгиб балок произвольно-
го поперечного сечения. В то же время современные тенденции совершенствования
бетонных конструкций за счет введения в вяжущие суспензии полимерных и резино-
подобных добавок (полимербетоны, каучукбетоны) приводит к увеличению предель-
но допустимых деформаций ε+

∗ . Поэтому аппроксимацию паспортной характеристики
σ = f(ε) следует определять на участке −ε−∗ ≤ ε ≤ ε+

∗ , сохраняя для нее по возможно-
сти простое математическое выражение. В работах [21-23] для бетона и железобетона
была использована зависимость в форме (4) и с ее помощью решены задачи плоско-
го продольно-поперечного изгиба балок трапециевидного и эллиптического сечений
(рис. 2) при различных вариациях форм сечения и структур армирования.

Разработанный алгоритм позволяет в рамках единой расчетной методики рассмат-
ривать конструкции разных сечений: треугольных, прямоугольных, трапецивидных,
эллиптических, круговых, полуэллиптических, эллептический пояс с различными ти-
пами армирования и решать задачи рационального распределения арматуры.

Принимая во внимание существенно разный характер диаграмм деформирования
бетона при растяжении и сжатии бетона их можно аппроксимировать различными,
но сходными по виду зависимостями в зоне сжатия (−ε−∗ ≤ ε ≤ 0) и растяжении
(0 ≤ ε ≤ ε+

∗ )

σ = p+
1 ε+ p+

2 ε
2, 0 ≤ ε ≤ ε+

∗ , (p
+
1 > 0, p+

2 < 0), (11)

σ = p−1 ε+ p−2 ε
2, −ε−∗ ≤ ε ≤ 0, (p−1 > 0, p−2 > 0). (12)

Подбор параметров p±1 , p
±
2 выполняется таким образом, чтобы расчетная модель

(11), (12) наилучшим образом соответствовала данным эксперимента. Поскольку
опубликованные данные конкретных испытаний обычно являются недостаточно пол-
ными, то для определения параметров могут быть применены следующие варианты
необходимых условий [6].

Если выявлены начальные модули упругости E±об и предельные напряжения σ±∗ , то
будем иметь

dσ±

dε

∣∣∣∣
ε=0

= E±об, σ±
(
±ε±∗

)
= ±σ±∗ , (13)

откуда получим

p±1 = E±об, p±2 = ∓
(
E±обε

±
∗ − σ±∗

)
/
(
ε±∗
)2
. (14)

Если начальные модули упругости не известны, то заменяя первое условие на ра-
венство нулю касательных модулей в предельных точках (при растяжении и сжатии),
получим

dσ±

dε

∣∣∣∣
ε=±ε±∗

= 0, σ±
(
±ε±∗

)
= ±σ±∗ , (15)

откуда

p±1 = 2σ±∗ /ε
±
∗ , p±2 = ∓σ±∗ /

(
ε±∗
)2
. (16)
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Весьма распространенной является ситуация, когда по результатам испытаний мо-
дули упругости E±об и пределы прочности σ±∗ , но не указаны значения ε±∗ . В этом
случае примем p±1 = E±об и согласно первому равенству из (15)

E±об ± 2p±2 ε
±
∗ = 0, (17)

и в соответствии со вторым равенством в (15)

±E±обε
±
∗ + p±2

(
ε±∗
)2

= 0. (18)
После совместного решения этих равенств получим

ε±∗ = ±2σ±∗ /E
±
об, p±2 = ∓E±об/

(
4σ±∗

)
. (19)

В четвертом варианте, используя условия прохождения аппроксимирующих кри-
вых (11), (12) в области растяжения и сжатия через две опытные точки со значениями
напряжений ±σ±i при деформациях ±ε±i (i = 1, 2) для параметров p±1 , p

±
2 получим

выражения

p±1 =
[
σ±1
(
ε±2
)2 − σ±2 (ε±1 )2] / [ε±1 ε±2 (ε±1 − ε±2 )] ,

p±2 =
[
σ±1 ε

±
2 − σ

±
2 ε
±
1

]
/
[
ε±1 ε

±
2

(
±ε±1 ∓ ε

±
2

)]
.

Метод расчета армированных бетонных балок однотаврового и двутаврового се-
чений (рис. 3) при использовании аппроксимаций типа (11), (12) был использован в
работах [24-27].

а) б)

Рис. 3. Балки а) однотаврового и б) двутаврового сечений.

Традиционно решения задач поперечного и продольного изгиба железобетонных
стержневых элементов получают для одномерных напряженных состояний учитывая
лишь нормальные осевые напряжения и используя классические гипотезы Кирхгофа-
Лява для описания деформированного состояния. Для достоверного расчета предраз-
рушающих состояний армировнных бетонных конструкций следовало бы исполь-
зовать управления состояния фазовых материалов в виде общих нелинейных за-
висимостей между тензорами напряжений и деформаций с учетом свойств разно-
сопротивляемости при растяжениях и сжатиях в разных направлениях. В общем
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случае автору неизвестны такие зависимости. Поэтому анализ пространственных на-
пряженно деформированных состояний можно осуществлять лишь при сравнительно
малых уровнях нагрузок и температур, при которых все фазовые материалы будут
оставаться упругими. Некоторые разработки в этом направлении проведены в [28-30].
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Yu. V. Nemirovskii
OPTIMUM DESIGN OF PLASTIC PLATES PIECEWISE UNDER LINEAR

POTENTIALS
S. Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics of the Siberian Branch

of theRAS, Novosibirsk, Russia

Abstract. Possible general ratios for the description of the intense deformed condition of
designs from the hybrid reinforced concrete as layered non-uniform designs with piecewise and
continuous changes of properties due to change of structures of reinforcing and physicomechanical
characteristics of phase materials are analyzed. In relation to rod designs the state equations,
possible and convenient for calculations, are discussed. The review of solutions of the problems
of longitudinally cross bend of the reinforced beams of different sections received with their help
is given and in the form of the cut-off elliptic belt and also a research of rational distribution of
fittings in them.

Keywords: the intense deformed state, the hybrid reinforced concrete, layered and fibrous designs,
physicomechanical characteristics, phase materials, longitudinally cross bend, rod designs, rational
reinforcing.
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