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Аннотация. Представлено моделирование технологии обтяжки на прессе для изготовления
обшивок двойной кривизны. Точность формы детали зависит от точности вычисленной и из-
готовленной формы оснастки, задающей упреждающую форму панели. Упреждающая фор-
ма должна обеспечивать заданную остаточную кривизну панели после освобождения ее от
силовой оснастки. Задача определения такой формы оснастки по заданной остаточной кри-
визне панели представляет собой обратную задачу. Разработаны математические модели и
численные методы решения обратных задач формообразования монолитных панелей путем
обтяжки на пуансоне. Алгоритмы, реализованные в MSC.Marc, позволяют вычислить необхо-
димую форму пуансона. Рассмотрены результаты сходимости итерационных методов решения
обратных задач.
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Введение
В отечественном и зарубежном производстве самолетов в качестве деталей все боль-

ше применяются крупногабаритные монолитные панели, которые позволяют повы-
сить прочность и жесткость конструкций с одновременным снижением массы и улуч-
шением аэродинамических характеристик. Монолитные панели изготавливаются из
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одной пластины или листа и могут иметь перепады толщин, вырезы, ребра жесткости.
Задание аэродинамической формы таких монолитных панелей проводится процесса-
ми формообразования, осуществляющихся в режимах пластического деформирования
[1,2,3].

Среди возможных технологических процессов для изготовления обшивок двойной
кривизны можно отметить технологию обтяжки на прессе. В настоящее время обтяж-
ным оборудованием с числовым программным управлением оснащены предприятия
авиационной промышленности. Данное оборудование имеет широкие технологические
возможности [4], в частности адаптируемость к различным формам. Автоматизиро-
ванное формообразование деталей на прессе поперечной обтяжки FET требует раз-
работку управляющей программы и электронной модели обтяжного пуансона. Про-
граммное обеспечение S3F-FET, поставляемое к данному оборудованию предостав-
ляет информацию только о параметрах рабочих элементов пресса. Для моделирова-
ния процессов обтяжки в CAE-системе вычисляются граничные условия траектории
движения с помощью разработанной программы [5]. Предлагается гибридный метод
моделирования процесса обтяжки, включающий предварительное моделирование по
методу сечений и уточнение параметров методом конечных элементов [6]. Метод се-
чений реализован в программе S3F фирмы ACB и позволяет получить следующие
данные: рекомендуемое положение пуансона на столе пресса; программу для рабо-
ты пресса (траектория движения зажимов); количество переходов; предварительно
рассчитанные максимальные деформации в заготовке. С помощью обтяжного прес-
са FET отрабатывается технология изготовления детали из прессованного профиля
методом изгиба с растяжением [7].

Траектория движения рабочих органов пресса (обтяжных губок) значительно за-
висит от размеров заготовки и параметров размещения пуансона на столе пресса.
Рассмотрен метод анализа процесса изготовления деталей на прессах поперечной об-
тяжки типа FET, который позволяет еще на стадии технологической подготовки про-
изводства оптимизировать параметры для сокращения цикла отработки технологи-
ческого процесса и исключения затрат на доработку технологической оснастки [8].
Для повышения устойчивости процесса обтяжки оболочек выпукло-вогнутой формы
применяют заготовку с увеличенной шириной, которая охватывает закругленные вер-
шины пуансона [9].

Развитие технических решений в способах формообразования не гарантирует полу-
чение высокой точности окончательной геометрической формы детали. Точность фор-
мы детали, полученной технологиями обработки материалов давлением при задан-
ных параметрах процесса, зависит от точности вычисленной и изготовленной формы
оснастки (пуансона), задающей упреждающую форму панели. Упреждающая форма
должна обеспечивать заданную остаточную кривизну панели после освобождения ее
от силовой оснастки. В связи с этим возникает обратная задача: определить форму
оснастки, создающую такую упреждающую кривизну, которая обеспечивает задан-
ную остаточную форму панели после разгрузки.

Вариационная формулировка обратных задачи формообразования и ме-
тод решения

Пусть V ⊂ R3 — ограниченная область с достаточно регулярной границей S. Кон-
тактная поверхность пуансона с деформируемым обозначается через Sc. Область
задания краевых смещений Sb. Обозначим через u = (u1, u2, u3), ũ = (ũ1, ũ2, ũ3),
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u = (u1, u2, u3) — вектора текущих, остаточных перемещений деформируемого те-
ла и вектора перемещений поверхности пуансона, u, ũ ∈ [W 1

2 (Q)]3, u ∈ [W 1
2 (Qc)]

3,
Q = V × [0 ≤ t ≤ T ], Qc = Sc × [0 ≤ t ≤ T ], t — параметр деформирования. Точ-
кой сверху обозначаются скорости перемещений u̇, ˙̃u, u̇. Скалярное произведение в
L2(S) имеет вид (·, ·)S : (u, v)S =

∫
S

∑3
i=1 uividS. Соответствующая этому скалярному

произведению норма имеет вид ||u||S =
√

(u, v)S = {
∫
S

∑3
i=1 u

2
i dS}1/2.

Обратная задача кинематического формообразования обтяжкой на пуансоне фор-
мулируется, аналогично [10–14], в виде квазистатического вариационного принципа в
общей лагранжевой формулировке (TL) с функционалом:

J(u̇, ˙̃u, u̇) =
1

2ε1
[||u̇− u̇∗||2Sc + ||u̇− u̇∗||2Sb ] +Wc + a(u̇, u̇) + a( ˙̃u, ˙̃u) +

1

2ε2
|| ˙̃u− ˙̃u∗||2S , (1)

ε1 > 0, ε2 > 0, ε1 → 0, ε2 → 0,

где ˙̃u∗, u̇∗ — заданные остаточные скорости перемещений тела и контактные скорости
перемещений точек пуансона; Wc — контактный потенциал, имеющий вид

Wc = −
∫
Sc

[ṗ · (u− u) + p · (u̇− u̇)]dS (2)

либо

Wc =

∫
Sc

[
1

εn
gnġn +

1

εt
gtġt]dS, εn > 0, εt > 0, εn → 0, εt → 0, (3)

p — вектор поверхностных контактных сил, действующих на Sc, gn = n · (u− u), ġn =
n·(u̇−u̇) — нормальный перехлест (взаимное проникновение по нормали к границе Sc)
контактирующих частиц и его скорость, gt = τ · (u−u), ġt = τ · (u̇− u̇) — касательный
перехлест и его скорость, n — единичный вектор нормали к контактной поверхности, τ
— единичный касательный вектор к контактной поверхности; потенциальные формы

определяются в виде a(u̇, v̇) =
∫
V

∂E(u̇i,j)

∂u̇i,j
v̇i,jdV , a( ˙̃u, ˙̃v) =

∫
V

∂Ẽ( ˙̃ui,j)

∂ ˙̃ui,j
˙̃vi,jdV , E(u̇i,j) =

1
2cijklε̇ij ε̇kl− cijklε̇ij ε̇

p
kl +

1
2σij u̇k,iu̇k,j , Ẽ( ˙̃ui,j) = 1

2cijkl
˙̃εij ˙̃εkl− cijkl ˙̃εij ε̇pkl +

1
2ρij

˙̃uk,i ˙̃uk,j [15],
cijkl — компоненты симметричного тензора упругих констант, ε̇pij – компоненты ско-

ростей пластических деформаций (ε̇pij = λ
∂f

∂σij
, λ > 0 — функция требующая опре-

деления,
∂f

∂σij
— вектор в пространстве компонент девиатора тензора напряжений,

направленный по нормали к поверхности текучести, уравнение f = 0 определяет по-
верхность в пространстве компонент девиатора тензора напряжений [15]), σij , ρij —
компоненты текущего и остаточного второго тензора напряжений Пиола–Кирхгофа,
ε̇ij , ˙̃εij — компоненты скоростей текущих и остаточных деформаций Грина–Лагранжа,
ε̇ij = 1

2(u̇i,j + u̇j,i+ u̇k,iuk,j +uk,iu̇k,j), ˙̃εij = 1
2( ˙̃ui,j + ˙̃uj,i+ ˙̃uk,iũk,j + ũk,i ˙̃uk,j), u̇i, ˙̃ui — ком-

поненты скоростей текущих и остаточных перемещений, ui,j =
∂ui
∂xj

, i, j, k, l = 1, 2, 3.

Потенциалы Wc (2), (3) в квазистатических задачах представляют собой производ-

ные по t контактных потенциаловWc = −
∫
Sc

[p ·(u−u)]dS,Wc =
∫
Sc

[
1

2εn
g2
n+

1

2εt
g2
t ]dS,

полученных наложением контактных условий на формулировку уравнений движения
тел методом множителей Лагранжа и методом штрафных функций, соответственно,



50 К. С. БОРМОТИН, ВИН АУНГ

[15,16] (n, τ приняты постоянными). При контакте тел возможно скольжение отно-
сительно друг друга и слипание. В первом случае должно выполняться ограничение
(uk − uk) · n = 0 на Sc (т.е. потенциалы примут вид Wc = −

∫
Sc

[pn · n · (u− u)]dS или

Wc =
∫
Sc

[
1

2εn
g2
n]dS), а контактные касательные силы определяются по контактным

нормальным силам по закону трения Кулона. Во втором случае — uk = uk на Sc. При
рассмотрении обратной задачи с функционалом в виде (1) предполагается, что в рас-
сматриваемый момент t имеется контакт жесткого штампа с деформируемым телом,
иначе данные потенциалы не должны входить в функционал.

Будем понимать под произвольным полем скоростей перемещений скорости пере-
мещений с учетом условий, исключающие жесткое перемещения тела в задаче дефор-
мирования и разгрузки.

Для компонент скорости второго тензора напряжений Пиола–Кирхгофа выполня-
ются определяющие соотношения

σ̇ij = cijkl(ε̇kl − ε̇pkl), ρ̇ij = cijkl( ˙̃εkl − ε̇pkl).

Стационарное значение вариации функционала (1), с учетом независимости u̇i, ˙̃ui,
дают два вариационных принципа: вариационный принцип задачи деформирования
и упругой разгрузки (пружинения). Достаточными условиями единственности [15]
решения задач деформирования и разгрузки с введенными потенциалами будут∫

V
4(

∂E(u̇i,j)

∂u̇i,j
4u̇i,jdV > 0,

∫
V
4(

∂Ẽ( ˙̃ui,j)

∂ ˙̃ui,j
˙̃ui,jdV > 0, (4)

для всех пар непрерывно дифференцируемых полей скоростей перемещений, прини-
мающих заданные значения на границе. Здесь 4 означает разность соответствующих
величин в любых двух различных формах деформации.

Аналогично работам [10,12] строится итерационный метод решения обратных задач
в виде

Ak1(u̇
k+1−u̇k, v̇−u̇k+1

)Sc+A
k
1(u̇k+1−u̇k, v̇−u̇k+1)Sb+(

∂Wc

∂u̇
k
, v̇−u̇k+1

)Sc+(
∂Wc

∂u̇k
, v̇−u̇k+1)Sc

+a(u̇k, v̇ − u̇k+1) + a( ˙̃uk, ˙̃v − ˙̃u∗) +Ak2( ˙̃u∗ − ˙̃uk, ˙̃v − ˙̃u∗)S = 0, ∀v̇, ∀ ˙̃v, ∀v̇, (5)

где Ak1 > 0, Ak2 > 0, k = 1, 2, ..., limk→∞A
k
1 =∞, limk→∞A

k
2 =∞. Для потенциала (2),

должно рассматриваться еще дополнительное уравнение (uk − uk, λ̇− ṗk+1)Sc = 0 ∀λ̇.
Пусть u̇k, u̇k, ˙̃uk — решения контактной задачи деформирования и задачи разгруз-

ки, S = Sc
⋃
Sb. Тогда итерационный процесс (5) решения обратной задачи формооб-

разования представляется в виде

u̇
k+1
i = u̇

k
i + αk( ˙̃u∗i − ˙̃uki ) на Sc, u̇k+1

i = u̇ki + αk( ˙̃u∗i − ˙̃uki ) на Sb, αk =
Ak2
Ak1

. (6)

Действительно, если принять, что в данный момент времени имеется контакт жест-
кого тела с деформируемым и u̇k, u̇k, ˙̃uk — решения контактной задачи деформиро-
вания и задачи разгрузки, то должны быть выполнены контактные условия. Пусть в
(5) v̇i = u̇

k+1
i − u̇ki + ˙̃uki , v̇i = u̇k+1

i − u̇ki + ˙̃uki , ˙̃vi = ˙̃u∗ + u̇ki − ˙̃uki , тогда

Ak1(u̇
k+1−u̇k, u̇d)Sc+Ak1(u̇k+1−u̇k, u̇d)Sb+a(u̇k, u̇d)−a( ˙̃uk, u̇d)−Ak2( ˙̃u∗− ˙̃uk, u̇d)S = 0, (7)
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где u̇di = ˙̃uki − u̇ki . Но a( ˙̃uk, u̇d)− a(u̇k, u̇d) ≥ 0 [10,14], тогда (7) примет вид

(u̇
k+1 − u̇k, u̇d)Sc + (u̇k+1 − u̇k, u̇d)Sb −

Ak2
Ak1

( ˙̃u∗ − ˙̃uk, u̇d)S ≥ 0.

При условии S = Sc
⋃
Sb, последнее неравенство можно представить

(u̇
k+1 − u̇k, u̇d)Sc + (u̇k+1 − u̇k, u̇d)Sb −

Ak2
Ak1

( ˙̃u∗ − ˙̃uk, u̇d)Sc −
Ak2
Ak1

( ˙̃u∗ − ˙̃uk, u̇d)Sb ≥ 0.

Это неравенство будет выполняться, если (u̇
k+1 − u̇k, u̇d)Sc −

Ak2
Ak1

( ˙̃u∗ − ˙̃uk, u̇d)Sc ≥ 0,

(u̇k+1 − u̇k, u̇d)Sb −
Ak2
Ak1

( ˙̃u∗ − ˙̃uk, u̇d)Sb ≥ 0. Данные неравенства определяют операцию

проектирования [17], поэтому приходим к итерационному процессу (6) в области Sc и
Sb.

На основе теорем сходимости [10,11,14] можно показать сходимость и для данного
итерационного метода при 0 < αk < 2.

Основываясь на выводах [14], итерационный метод (6) для решения обратных задач
формообразования обтяжкой по перемещениям может быть представлен в виде

u̇
k+1
i = u̇

k
i + αk( ˙̃u∗i − ˙̃uki ) + βk( ˙̃uki − u̇ki ) на Sc,

u̇k+1
i = u̇ki + αk( ˙̃u∗i − ˙̃uki ) + βk( ˙̃uki − u̇ki ) на Sb, (8)

где 0 < αk < 2, βk → 0 при k →∞, i = 1, 2, 3.
Применяя основные процедуры метода конечных элементов [15,16,18] к вариацион-

ным принципам задач деформирования под нагрузкой и разгрузкой, полученным из
функционала (1), найдем систему линейных алгебраических уравнений двух задач

t+∆tK(i−1)∆U(i) =t+∆t R(i−1), t+∆tK̂
(i−1)

∆Û
(i)

=t+∆t R̂
(i−1)

, (9)

где t+∆tK(i−1), t+∆tK̂
(i−1)

— матрицы касательной жесткости (в матрице t+∆tK(i−1)

включены дополнительные элементы, образующиеся от контактных ограничений),
t+∆tR(i−1), t+∆tR̂

(i−1)
— вектора внешних и внутренних сил. Верхние индексы ве-

личин t+ ∆t указывают на момент времени, для которого она вычисляется. Верхние
индексы величин (i− 1) указывают на номер итерации при уточнении решения мето-
дом Ньютона-Рафсона. Решение следующего шага t+∆tU =t U + ∆U.

В результате решения первой задачи по заданным перемещениям, обеспечиваю-
щих прижатие заготовки к пуансону и растяжение, получаем деформированную мо-
дель с распределением напряжений и деформаций. Вторая задача на основе данных о
начальных напряжениях и деформациях определяет перемещения разгрузки. После
этого можно найти остаточные узловые перемещения Ũ = U + Û.

Основные процедуры контактных задач включают метод множителей Лагранжа,
метод штрафа [15,16] и непосредственный учет контактных ограничений. MSC.Marc
делит контактные задачи на две области [19]; первое — когда деформируемое тело
контактирует с жесткой поверхностью, а второе — когда деформируемое тело контак-
тирует с другим деформируемым телом или с самим собой. Целевой узел на деформи-
руемом теле не имеет ограничений, пока контакт не случился. В случае возникновения
контакта узлы деформируемого тела принимают перемещения узлов жесткого кон-
тактного тела, т.е контактные условия преобразуются в кинематические unormal = u·n.
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Численные результаты решения обратных задач.
Рассматривается задача расчета формы пуансона, создающей такую упреждающую

кривизну панели при обтяжки, которая обеспечивает заданную остаточную форму по-
сле разгрузки. Моделирование формообразования панели двойной кривизны толщи-
ной 2 мм проводится методом конечных элементов в MSC.Marc. Размеры заготовки
309х83 мм. Заготовка имеет свойства материала 1163Т. Материал изотропен и его
характеристики равны следующим значениям: модуль Юнга E = 7000кг/мм2, коэф-
фициент Пуассона ν = 0.34, предел текучести σT = 29.85кг/мм2, модуль линейного
упрочнения σT = 200.75кг/мм2. Процесс деформирования, при условии утонения ли-
ста менее 20%, проходит в два этапа: прижатие заготовки к пуансону перемещениями
(8) и растяжение панели. После разгрузки вычисленное поле остаточных перемещений
панели используется в (8). Изменение геометрии пуансона проводится путем решения
задачи деформирования поверхности по полю перемещений (8). Данные задачи ре-
шаются на каждой итерации, пока не обеспечиться необходимая точность.

Итерационный метод реализован в системе MSC.Marc с помощью ряда пользова-
тельских процедур [19]. Для подготовки расчетной модели с заданными граничными
условиями и определения проекций контактных тел применялись пользовательские
программы, разработанные в MSC.Patran. В результате расчета найдена геометрия
пуансона, которая уменьшает отклонения заготовки от заданной формы после обтяж-
ки и разгрузки (рис.1,2). На рис.1 представлена остаточная форма заготовки после
обтяжки по заданной поверхности, на рис.2. — остаточная форма заготовки после
обтяжки, полученной итерационным методом на 6 итерации. На рисунках представ-
лена урезанная часть заготовки (выбраны элементы находящиеся непосредственно
над поверхностью пуансона). В результате расчета отклонения от заданной геомет-
рии уменьшились в 1.6 раз.

Для сравнения был произведен расчет итерационным методом (6) при αk = 0.
Сходимость итерационных методов оценивалась по среднеквадратичной норме (ek =
ξk
ξ1

, ξk = (
∑

S(ũk3 − ũ∗3)2)1/2, S - нижняя поверхность панели, k – номер итерации).

Как видно, из рис.3 (сплошная линия расчет по (8), пунктирная – (6)) метод (8) дает
устойчивое решение.

Моделирование обтяжки проводилось без дополнительных переходов с промежу-
точной термообработкой. Включение в модель процесса деформирования таких пере-
ходов возможно. Это обеспечит снижение остаточных напряжений и улучшит сходи-
мость итерационного метода решения обратных задач.

При моделирование процесса обтяжки заготовки при кинематических нагрузках в
системе MSC.Marc с учетом больших деформаций (Updated Lagrange) напряженно-
деформированное состояние изменяется незначительно в сравнении с общей лагран-
жевой формулировкой (Total Lagrange), но в разработанном алгоритме решение задач
разгрузки при Updated Lagrange некорректное.

Заключение
Обтяжные прессы с программным управлением обеспечивают реализацию различ-

ных схем формообразования оболочек. Выбор рациональных схем осуществляется в
зависимости от геометрических параметров оболочки, предельного коэффициента об-
тяжки и типа обтяжного оборудования. Разработанный алгоритм предлагается для
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Рис. 1. Остаточная конфигурация заготовки (сверху) после первой итерации в сравнении с
заданной поверхностью.

Рис. 2. Остаточная конфигурация заготовки (сверху) после шестой итерации в сравнении с
заданной поверхностью.
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Рис. 3. График сходимости.

уточнения геометрии пуансона при формообразовании с известной технологией об-
тяжки. В рассмотренной задаче взят наиболее простой закон нагружения обшивки и
он не оптимизировался.

Разработанные алгоритмы могут использоваться в промышленных приложениях,
таких как формирование обшивок для самолетов, и позволить моделировать и эф-
фективно оценивать параметры технологических процессов изготовления деталей.
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K. S. Bormotin, Win Aung

METHOD OF SOLVING THE INVERSE PROBLEM IN THE PROCESS OF
PANEL STRETCH-FORMING

Komsomolsk-na-Amure State University, Komsomolsk - on - Amur, Russia

Abstract. Modeling of the stretch-forming technology on a die for manufacturing of double
curvature sheaths is presented. The precision of the part shape obtained depends on the accuracy
of the computed and manufactured form of the tool (punch), which determines the anticipatory
shape of the panel. The anticipatory shape should provide the given residual curvature of the panel
after its release from the force tool. The problem of determining this form of the tool for a given
residual curvature of the panel is an inverse problem. Mathematical models and numerical methods
for solving inverse problems of shaping monolithic panels by stretch-forming on a die have been
developed. The algorithms implemented in MSC.Marc allow to calculate the required punch shape.
The results of iterative methods convergence for solving inverse problems are considered.

Keywords: inverse problem, variational principles, finite element method, stretch-forming,
springback, iterative method.
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