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ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОЕ ТЕЧЕНИЕ ВО ВРАЩАЮЩЕМСЯ ДИСКЕ
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Аннотация. Рассматривается упруговязкопластическое деформирование вращающегося
тонкого диска в условиях плоского напряженного состояния. Деформации в диске принима-
ются малыми и аддитивно раскладываются на упругие и вязкопластические составляющие.
Напряжения определяются упругими деформациями с помощью закона Гука. В качестве
условия пластичности используется обобщение условия Мизеса, учитывающее вязкость ма-
териала. Определяющая система дифференциальных уравнений решается с помощью метода
конечных разностей. Полученные результаты численных расчетов проиллюстрированы с по-
мощью графиков.
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Введение. Расчет упругопластического состояния вращающихся дисков представ-
ляет значительный теоретический интерес и имеет широкое практическое примене-
ние. Для решения данного класса задач обычно используется теория малых упруго-
пластических деформаций вместе с условием пластичности Треска. В первых рабо-
тах, например [1], рассматривалось идеальное пластическое течение в сплошном дис-
ке. Течение начинается в центре диска, где напряжения удовлетворяют неравенству
σϕϕ = σrr > σzz, что позволяет получить распределение напряжений в пластической
области напрямую из уравнения равновесия без рассмотрения перемещений. Однако,
Гамер в [2] показал, что поле перемещений при использовании данного подхода ока-
зывается разрывным на упругопластической границе. Годом спустя [3] Гамер привел
корректное решение упругопластической задачи во вращающемся диске. При дости-
жении критической скорости вращения в центре диска возникают две области пласти-
ческого течения, внутренняя соответствует условию Треска в виде σϕϕ = σrr > σzz,
а внешняя — σϕϕ > σrr > σzz. С увеличением скорости вращения обе области од-
новременно продвигаются в сторону внешней границы диска. Аналогичная задача
для вращающегося кольцевого диска и сплошного цилиндра также решена Гамером
[4, 5]. В цикле работ Гювена [6–9] исследуется упругопластическое деформирование
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кольцевых дисков переменной толщины. Гювеном [10] также решена задача для вра-
щающегося диска с жестким включением. В работе [11] упругопластическая задача
для сплошного и кольцевого диска решается с помощью условия пластичности Мизеса
и приведено сравнение с условием Треска. Установлено, что при одинаковой скорости
вращения условие Треска предсказывает бо́льшую область пластического течения,
при этом скорость, при которой диск полностью переходит в состояние пластичности
для условия Мизеса оказывается выше. Статья [12] посвящена исследованию упру-
гопластического деформирования в анизотропном диске. В работах [13, 14] рассмат-
ривается условие пластичности Друкера-Прагера, в которое, как известно, входит за-
висимость от среднего напряжения. Показано, что распределение напряжений в этом
случае может значительно отличаться от условий Треска и Мизеса.

При высоких температурах на пластическое поведение металлов существенное вли-
яние оказывает скорость приложения нагрузки. В отличие от исследования упруго-
пластических и вязкоупругих деформаций, теме упруговязкопластического деформи-
рования вращающихся дисков и цилиндров посвящено относительно небольшое число
работ, среди которых можно отметить [15, 16]. В настоящей работе вязкопластическое
течение во вращающемся диске исследуется с помощью обобщения условия Мизеса,
которое учитывает эффект вязкости материала.
Постановка задачи. Рассмотрим тонкий диск с внутренним и внешним радиусом

a и b соответственно. Диск вращается вокруг собственной оси с угловой скоростью
ω(t). Введем цилиндрическую систему координат r, ϕ, z. Предполагаем, что имеет
место осевая симметрия и плоское напряженное состояние (σzz = 0). Для удобства
перейдем к безразмерной радиальной координате:

β = r/b, δ = a/b, δ ≤ β ≤ 1.

Вектор перемещений имеет две ненулевые компоненты: ur и uz. В дальнейшем ком-
поненту ur будем обозначать кратко u. Считаем, что полные деформации представ-
ляют собой сумму упругих eij и пластических деформаций pij :

err + prr =
∂u

∂β
, eϕϕ + pϕϕ =

u

β
, ezz + pzz =

∂uz
∂z

. (1)

Напряжения (в безразмерном виде) связаны с упругими деформациями законом
Гука:

σrr =
E

σy

1

(1− ν2)
(err + νeϕϕ) ;

σϕϕ =
E

σy

1

(1− ν2)
(νerr + eϕϕ) .

(2)

где E — Модуль Юнга, σy — предел текучести, ν — коэффициент Пуассона.
Уравнение равновесия в диске имеет вид:

∂σrr
∂β

+
σrr − σϕϕ

β
= −Ωβ,Ω =

ρb2ω2

σy
. (3)

Используя соотношения (1) и (3) запишем уравнение равновесия через перемещения
и пластические деформации:

∂2u

∂β2
+

1

β

∂u

∂β
− u

β2
= −σy

E

(
1− ν2

)
Ωβ +

∂prr
∂β

+ ν
∂pϕϕ
∂β

+ (1− ν)

(
prr − pϕϕ

β

)
. (4)
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Скорости пластических деформаций εpij определяются ассоциированным законом
пластического течения:

εpij =
∂pij
∂t

= λ
∂Φ

∂σij
, (5)

где λ — положительный множитель, Φ — пластический потенциал.
В качестве условия текучести воспользуемся модификацией условия Мизеса на слу-

чай вязкопластического течения:

Φ
(
σij , ε

p
ij

)
=

(
sij −

η

σy
εpij

)(
sji −

η

σy
εpij

)
=

2

3
,

sij = σij −
1

3
σkkδij ; ε

p
ij = εpij −

1

3
εpkkδij ,

где η — вязкость, sij — компоненты девиатора тензора напряжений, εpij — компоненты
девиатора тензора скоростей пластических деформаций.

Заметим, что при η = 0 используемое условие сводится к классическому условию
Мизеса для идеальной пластичности.

Преобразуем условие текучести к виду:(
σrr − σϕϕ − Z

(
εprr − εpϕϕ

))2
+
(
σϕϕ − σzz − Z

(
εpϕϕ − εpzz

))2
+

+(σzz − σrr − Z (εpzz − εprr))
2 = 2, (6)

где Z = η/σy.
С помощью ассоциированного закона найдем выражения для скоростей пластиче-

ских деформаций:

εprr =
λ

(1 + 3λη)
(2σrr − σϕϕ) ,

εpϕϕ =
λ

(1 + 3λη)
(2σϕϕ − σrr) ,

εpzz = − λ

(1 + 3λη)
(σrr + σϕϕ) .

Подставим найденные выражения обратно в условие пластичности, найдем оттуда
неизвестный множитель λ

(1+3λη) , а также перейдем к безразмерной координате τ , в
результате получим:

∂prr
∂τ

=
1

3
X

(
1− 1√

σrr2 − σrrσϕϕ + σϕϕ2

)
(2σrr − σϕϕ) ,

∂pϕϕ
∂τ

=
1

3
X

(
1− 1√

σrr2 − σrrσϕϕ + σϕϕ2

)
(2σϕϕ − σrr) ,

∂pzz
∂τ

= −1

3
X

(
1− 1√

σrr2 − σrrσϕϕ + σϕϕ2

)
(σrr + σϕϕ) ,

τ =
t

T
,X =

σyT

η
,

(7)

где T — продолжительность процесса.
Также для удобства введем величину: Σ̄ = Σ/

√
2.
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Начальные напряжения и деформации в диске отсутствуют. Граничные условия:

σrr(δ) = 0, σrr(1) = 0. (8)

При определенной скорости вращения Ωp на внутренней поверхности диска начи-
нается вязкопластическое течение. Скорость вращения Ωp можно найти из упругого
решения (при pij = 0) уравнения (4). Получим:

Ωp =
4

3 + ν + δ2 (1− ν)
(9)

При скорости вращения Ω ≥ Ωp диск состоит из внутренней области пластиче-
ского течения и внешней области чисто упругого деформирования. При критической
скорости вращения Ωfp диск полностью переходит в пластическое состояние.

Для решения уравнения (4) с учетом (7) и граничных условий (8) используется ме-
тод конечных разностей. Для проведения численных расчетов использовалась сетка,
состоящая из 1000 узлов и 2500 шагов по времени.

Вращение диска происходит по закону (рис. 1):

Ω (τ) =

{
(Ωmax+Ωp)

2 + (Ωmax − Ωp) sin
(
2πτ − π

2

)
, 0 ≤ τ ≤ 1

2 .

Ωmax , 1
2 < τ ≤ 1.

где Ωmax — максимальная скорость вращения диска.

Рис. 1. Зависимость скорости вращения от времени.

Результаты. При проведении численных расчетов использовались следующие
значения параметров: соотношение между внутренним и внешним радиусом диска:
δ = 0.2. Предел текучести: σy = 2.5 · 108 Па. Модуль Юнга: E = 2.1 · 1011 Па. Пре-
дел текучести (безразмерный): σy/E ∼= 0.00119. Коэффициент Пуассона: ν = 0.3.
X =

σyT
η = 0.1. Ωmax = 2.5 · Ωp.

На рис. 2 представлен график движения упругопластической границы. Положение
границы β = 1 соответствует случаю, когда пластическое течение имеет место во всем
диске. Видим, что при заданных параметрах диск полностью переходит в пластиче-
ское состояние примерно к середине процесса.

Перемещения u в диске представлены на рис. 3a. Следует отметить, что в начале
процесса максимум перемещений имеет место на внешней границе диска, а в конце
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— на внутренней. На рис. 3b показано эквивалентное напряжение по Мизесу Σ̄. При
этом значение Σ̄ < 1 говорит о том, что пластическое течение в данной точке еще не
началось. После перехода в состояние полной пластичности и при постоянной скоро-
сти вращения напряжения в диске постепенно стабилизируется и далее пластическое
деформирование происходит с постоянной скоростью.

Графики напряжений σrr и σϕϕ и пластических деформаций prr и pϕϕ изображены
на рис. 4 и 5. Видим, что качественная картина тангенциальных напряжений суще-
ственно меняется со временем (рис. 4b), в то время как характер радиальных напря-
жений остается постоянным (рис. 4a). Максимальное значение пластических дефор-
маций достигается на внутренней поверхности диска (рис. 5).

Рис. 2. Движение упругопластической границы в диске.

(a) (b)

Рис. 3. Перемещения в диске u (a) и напряжения по Мизесу Σ̄ (b).
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(a) (b)

Рис. 4. Напряжения в диске σrr (a) и σϕϕ (b).

(a) (b)

Рис. 5. Пластические деформации в диске prr (a), pϕϕ (b).
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VISCOPLASTIC FLOW IN THE ROTATING DISK

Institute of Machinery and Metallurgy FEB RAS, Komsomolsk-on-Amur, Russia

Abstract. Elastoviscoplastic deforming of rotating thin disk under plane stress state is considered.
Strains in the disk are assumed to be small and additively split up into elastic and viscplastic parts.
Stresses are determined by elastic strains using Hooke’s law. Generalized Mises criteria considering
viscosity of material is used. System of differential equations is solved by finite difference method.
Obtained results of numerical computations are illustrated by figures.

Keywords: viscocity, plasticity, rotating disk, finite difference method
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