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Аннотация. С помощью теории температурных напряжений моделируется процесс горячей
посадки круглой пластины в кольцо. При этом материал кольца не равномерно разогрет и
имеет на момент посадки, накопленные необратимые деформации. Из-за высокой температу-
ры нагрева локальной области кольца учитываются зависимости предела текучести и упругих
модулей от температуры.
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Введение. Исследованию процесса горячей посадки посвящено большое количе-
ство работ [1-7]. В них описываются процессы, происходящие в материале сборки как
обратимые, так и необратимые. Во всех расчетах охватывающая деталь цилиндриче-
ской формы (труба, кольцо) разогрета равномерно и не имеет необратимых деформа-
ций на момент посадки. Но в современной практике часто используется индукционный
разогрев охватывающей детали. Это диктуется требованиями технологичности опе-
рации сборки горячей посадкой. С помощью индукционных переносных устройств,
помещаемых вовнутрь охватывающей детали, материал прогревается неравномерно
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с достаточно высокой температурой на такой поверхности детали. В данной работе
с использованием теории температурных напряжений [8, 9] и теории пластического
течения [10, 11] исследуется процесс горячей посадки пластины в кольцо, при этом
материал кольца в момент посадки считается неравномерно разогретым и имеет на-
копленные в процессе разогрева необратимые деформации.
Исходные зависимости. Деформации eij полагаются малыми и складывающи-

мися из обратимой eeij и необратимой (пластической) составляющих epij

eij = eeij + epij (1)

Упругие деформации вместе с температурой T задают напряжения σij в материале

σij = (λeekk − 3αK (T − T0)) δij + 2µeeij (2)

В (2) λ, µ, K = λ+ 2
3µ – упругие модули материала тела, α - коэффициент линей-

ного расширения, T0 – начальная (комнатная) температура, при которой осуществ-
ляется свободное состояние. Пластические деформации растут в условиях соответ-
ствия напряженных состояний поверхности f (σij , k) = 0 нагружения в пространстве
напряжений. В условиях принимаемого принципа максимума Мизеса [17] уравнение
поверхности нагружения является пластическим потенциалом, поэтому следует ассо-
циированный закон пластического течения

εpij =
depij
dt = φ

∂f(σij ,k)
∂σij

; φ > 0 (3)

В качестве поверхности нагружения здесь принимаем поверхность наклонной приз-
мы Ивлева в пространстве главных напряжений

max |σi − σ| = 4
3k, σ = 1

3σkk = 1
3 (σ1 + σ2 + σ3) (4)

Предел текучести k в (3) и (4) считаем зависимым от температуры

k = k0τ (t)2 , τ (t) = (Tp − T ) (Tp − T0)
−1
. (5)

В (5) k0 – предел текучести при температуре T0, Tp – температура плавления мате-
риала.

Отличие от классического случая температурных напряжений, описываемого за-
висимостями (2), когда в них λ, µ постоянные величины, свяжем с зависимостью
последних от температуры [2]. Такие зависимости принимаем в их простейшем виде:

E (t) = Ep − (Ep − E0) τ (t) ,
v (t) = 0.5− (0.5− v0) τ (t) ,

λ = vE (1 + v)−1 (1− 2v)−1 , µ = 0.5E (1 + v)−1 .
(6)

Замыкает эту систему единственное уравнение равновесия

σr,r + r−1 (σr − σϕ) = 0 (7)

Постанова задачи. К внутренней границе кольца с размерами R ≤ r ≤ R2 под-
водится источник тепла, который, нагревая материал кольца, увеличивает его внут-
ренний радиус до r = R1, при этом температура на внутреннем радиусе достигает
T = 0.85Tp (Tp температура плавления материала). Процесс нагрева задается уравне-
нием теплопроводности

T,t = a
(
T,rr + r−1T,r

)
− χ (T − T0) (8)
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с краевыми и начальными условиями

T,t|r=R1
= q,

ψ1T,r|r=R2
= χ (T − T0) ,

T |t=0 = T0.

(9)

В (8) и (9) a – коэффициент температуропроводности, q – скорость подвода тепла,
ψ1 – коэффициент теплопроводности материала кольца, χ– коэффициент теплоотда-
чи от поверхности кольца в окружающую среду. Равенство R = R1 достигается в
некоторый момент времени t = t∗, являющий моментом посадки кольца на круглую
пластину, которая находится при температуре T0. Краевыми условиями для последу-
ющего процесса теплопроводности будут

T (1)
∣∣
r=R1

= T (2)
∣∣
r=R1

,

ψ2T
(2)
,r

∣∣∣
r=R1

= ψ1T
(1)
,r

∣∣∣
r=R1

,

ψ1 T
(1)
,r

∣∣∣
r=R2

= χ (T0 − T ) ,

(10)

где T (1) и T (2) температура кольца и пластины соответственно, ψ1 – коэффициент
теплопроводности материала пластины. Распределение температуры по сборке опре-
деляется численно без дополнительных трудностей в любой момент времени решением
уравнения (8) с условиями (9) (до момента посадки) или (10) (после момента посад-
ки). Далее считаем его известным (найденным). В предлагаемом алгоритме расчетов
распределение температуры приходится вычислять на каждом последовательном вре-
менном шаге расчетов.

До начала нагрева предполагаем, что материал кольца не имеет необратимых де-
формаций и деформируется упруго. С ростом температуры растут и напряжения с
деформациями, связь которых описывается законом Дюамеля – Неймана:

σr =
(
4µ (λ+ µ)ur,r + 2λµr−1ur − 6µKθ

)
(λ+ 2µ)−1 ,

σϕ =
(
2λµur,r + 4µ (λ+ µ) r−1ur − 6µKθ

)
(λ+ 2µ)−1 .

(11)

Подставляя (11) в уравнение равновесия (7), получаем дифференциальное уравне-
ние относительно перемещений ur

ξur,rr + ςur,r + ωur + β = 0, (12)

где ξ, ς, ω, β некоторые финкции от температуры и радиуса. В случае зависимости
упругих модулей от температуры (6) они запишутся в виде

ξ = 4µ (λ+ µ) (λ+ 2µ)−1 ,

ς = 4
(
µ2λ,r + µ,r

(
λ2 + 2λµ+ 2µ2

))
(λ+ 2µ)−2 + 4µ (λ+ µ) (λ+ 2µ)−1 r−1,

ω = 2
(
2µ2λ,r + λ2µ,r

)
(λ+ 2µ)−2 r−1 − 4µ (λ+ µ) (λ+ 2µ)−1 r−2,

β = −θ
(
8µ2λ,r + 2

(
3λ2 + 4λµ+ 4µ2

)
µ,r
)

(λ+ 2µ)−2 − 6Kµθ,r (λ+ 2µ)−1 .

(13)

И тогда уравнение равновесия (12) можно решить на каждом временном шаге толь-
ко численно, к примеру, разносным методом, используя граничные условия, модели-
рующие свободную границу на r = R и r = R2

σr|r=R = 0, σr|r=R2
= 0. (14)

В момент времени t = t1 в материале кольца на свободной поверхности
r = R начинает выполняться условие пластического течения Ишлинского-Ивлева
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2σϕ − σr = 4k (рис. 1 б)). Здесь образуется продвигающаяся упругопластическая
граница r = n1 (t) , которая разделит материал кольца на две области обратимо и
пластически деформируемые. В области обратимого деформирования, как и прежде,
напряжения и перемещения находятся из решения дифференциального уравнения
равновесия (12) (13).

В области пластического течения R ≤ r ≤ n1 (t) развиваются необратимые дефор-
мации epr , epϕ, epz, которые связаны между собой следствием, вытекающим из ассоции-
рованного закона пластического течения:

epr = epz = −0.5epϕ (15)

Закон Дюамеля – Неймана принимает вид:

σr =
(
4µ (λ+ µ) (ur,r − epr) + 2λµ

(
r−1ur − epϕ

)
− 6µKθ

)
(λ+ 2µ)−1 ,

σϕ =
(
2λµ (ur,r − epr) + 4µ (λ+ µ)

(
r−1ur − epϕ

)
− 6µKθ

)
(λ+ 2µ)−1 .

(16)

Из выполняемого условия пластического течения и (15) и (16) находим необрати-
мую деформацию

epr =
(
ur,rµ+ 1.5Kαµ−1 (λ+ 2µ) k − 0.5r−1ur (3λ+ 4µ)

)
(3λ+ 5µ)−1 (17)

Подставляя (16) с учетом (17) в уравнение равновесия (7), получаем дифференци-
альное уравнение (12) с коэффициентами:

ξ = 12µK (3λ+ 5µ)−1 ,

ς =
(
4
(
9λ2 + 12λµ+ 10µ2

)
µ,r + 9µ2λ,r

)
(3λ+ 5µ)−2 +

+12µKr −1 (3λ+ 5µ)−1 ,

ω =
((

18λ2 + 24λµ+ 20µ2
)
µ,r + 18µ2λ,r

)
r −1 (3λ+ 5µ)−2−

−3µKr −1 (3λ+ 5µ)−1 ,

β =
(
θ
(
18 (λµ,r − µλ,r)− 3Kr−1

)
+ 12k (λµ,r − µλ,r)

)
(3λ+ 5µ)−2 +

+ (4µk,r − 6Kα”,r) (3λ+ 5µ)−1 + 6 (λ+ 2µ) kr −1 (3λ+ 5µ)−1 .

(18)

Перемещения, напряжения и деформации в условиях зависимости упругих моду-
лей от температуры (6) на каждой временной итерации после начала необратимого
деформирования определяются из численного решения уравнения равновесия (11),
(17) и граничными условиями (13). В ходе решения равенство радиальных напряже-
ний в материале кольца на упругопластической границе r = n1 (t) выполняется без
дополнительных условий.

На рис. 2 изображены распределения напряжений в материале алюминивой пла-
стины, обладающей следующими характеристиками: a = 77, 1 · 10−6м2/с, λ =
40, 384ГПа, µ = 26, 92ГПа, α = 23, 4 · 10−61/◦C, k0 = 210 МПа, Tp = 660◦C, T0 = 20◦C.

После отвода источника тепла на свободной границе образуется разгружающая
упругопластическая граница r = n2 (t) (рис. 1 в)). Она довольно быстро достигает
границы r = n1 (t). В области разгрузки R1 ≤ r ≤ n2 (t) присутствуют накопившиеся
необратимые деформации pr, pϕ, pz. Закон Дюамеля – Неймана (10) принимает вид:

σr =
(
4µ (λ+ µ) (ur,r − pr) + 2λµ

(
r−1ur − pϕ

)
− 6µKθ

)
(λ+ 2µ)−1 ,

σϕ =
(
2λµ (ur,r − pr) + 4µ (λ+ µ)

(
r−1ur − pϕ

)
− 6µKθ

)
(λ+ 2µ)−1 .

(19)

Это приводит к изменению коэффициентов (12) в уравнении равновесия (11). Они
принимают вид:
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Рис. 1. Схема дефорирования материала сборки

Рис. 2. Распределение напряжений в материале кольца до момента посадки

ξ = 4µ (λ+ µ) (λ+ 2µ)−1 ,

ς = 4
(
µ2λ,r + µ,r

(
λ2 + 2λµ+ 2µ2

))
(λ+ 2µ)−2 + 4µ (λ+ µ) (λ+ 2µ)−1 r−1,

ω = 2
(
2µ2λ,r + λ2µ,r

)
(λ+ 2µ)−2 r−1 − 4µ (λ+ µ) (λ+ 2µ)−1 r−2,

β = −θ
(
8µ2λ,r + 2

(
3λ2 + 4λµ+ 4µ2

)
µ,r
)

(λ+ 2µ)−2 − 6Kµθ,r (λ+ 2µ)−1 +

+
(

4
(
−λ,rµ2 − µ,r

(
λ2 + 2λµ+ 2µ2

))
(λ+ 2µ)−2 − 2r−1µ

)
pr+

+2
(
r−1µ−

(
2λ,rµ

2 + µ,rλ
2
)

(λ+ 2µ)−2
)
pϕ−

−4µ (λ+ µ) (λ+ 2µ)−1 pr,r − 2λµ (λ+ 2µ)−1 pϕ,r.

(20)
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Посадка. В момент t = t4 посадки (рис. 1 д)) внутренний радиус кольца равня-
ется внешнему радиусу круглой пластины R1 = R. Материал обоих деформируется
обратимо. Перемещения находятся из решения уравнения равновесия (19), при этом
следует задать граничное условие равенства радиальных напряжений на границе кон-
такта r = R1 (t). Численно решается уравнение равновесия в области разгрузки (19)
и в области обратимого деформирования (12).

Делая шаги по времени, замечаем, что в момент времени t = t5, в материале кольца
вновь теперь уже на границе сопряжения выполняется условие пластического течения
Ишлинского-Ивлева 2σϕ − σr = 4k . Здесь образуется упругопластическая граница
r = n3 (t) (рис. 1 е)), которая продвигается по материалу кольца. В области пла-
стического течения R1 ≤ r ≤ n3 (t) присутствуют ранее накопленные необратимые
деформации pr, pϕ, pz. От их значений будут развиваться новые необратимые де-
формации epr , epϕ, epz. В результате вышесказанного следует переписать соотношения
(18)

σr =
(
4µ (λ+ µ) (ur,r − pr − epr) + 2λµ

(
r−1ur − pϕ − epϕ

)
− 6µKθ

)
(λ+ 2µ)−1 ,

σϕ =
(
2λµ (ur,r − pr − epr) + 4µ (λ+ µ)

(
r−1ur − pϕ − epϕ

)
− 6µKθ

)
(λ+ 2µ)−1 .

(21)

Необратимые деформации находятся из выполняемого условия пластического те-
чения и следствия (14)

epr =
(
ur,rµ+ 1.5Kαµ−1 (λ+ 2µ) k − 0.5r−1ur (3λ+ 4µ)

)
(3λ+ 5µ)−1 − pr (22)

Уравнение равновесия (7) с учетом (20) и (21) принимает вид

ξ = 12µK (3λ+ 5µ)−1 ,

ς =
(
4
(
9λ2 + 12λµ+ 10µ2

)
µ,r + 9µ2λ,r

)
(3λ+ 5µ)−2 +

+12µKr −1 (3λ+ 5µ)−1 ,

ω =
((

18λ2 + 24λµ+ 20µ2
)
µ,r + 18µ2λ,r

)
r −1 (3λ+ 5µ)−2−

−3µKr −1 (3λ+ 5µ)−1 ,

β =
(
θ
(
18 (λµ,r − µλ,r)− 3Kr−1

)
+ 12k (λµ,r − µλ,r)

)
(3λ+ 5µ)−2 +

+ (−4µk,r − 6Kα”,r) (3λ+ 5µ)−1 − 6 (λ+ 2µ) kr −1 (3λ+ 5µ)−1−
−
((

36λ,rµ
2 + µ,r

(
36λ2 + 48λµ+ 40µ2

))
(3λ+ 5µ)−2

)
pr−

−
(

6Kr−1µ (3λ+ 5µ)−1
)
pr−

−
(

3Kµr−1 (3λ+ 5µ)−1
)
pϕ−

−
((
λ,rµ

2 + µ,r
(
18λ2 + 24λµ+ 20µ2

))
(3λ+ 5µ)−2

)
pϕ−

−12µK (3λ+ 5µ)−1 pr,r − µ (3λ+ 5µ)−1 pϕ,r.

(23)

Напряжения и необратимые деформации находим, подставляя решение (23), полу-
ченное численно в соотношения (21) и (22).

В результате распределения температуры и последующего остывания рост необра-
тимых деформаций замедляется, и на границе контакта образуется разгружающая
упругопластическая граница r = n4 (t) (рис. 1 з)), которая продвигаясь по материа-
лу кольца, достигает в момент t = t7 (рис. 1 и)) времени границу r = n3 (t). Теперь
материал сборки деформируется обратимо.
Остаточные напряжения. Когда температура во всем материале сборки ста-

нет равной комнатной, напряжения, перемещения и деформации далее со временем
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меняться не будут, поэтому их называют остаточными. Уровень и распределение оста-
точных напряжений зависит от наличия необратимых деформаций в материале сбор-
ки и от начального распределения температуры во внешнем кольце. Как и необра-
тимые деформации распределены в материале сборки, в нашем случае и начальная
температура имеет свое распределение в материале кольца (θ (r) 6= 0). В материале
круглой пластины нет необратимых деформаций и θ = 0. Что касается упругих моду-
лей и предела текучести они принимают свои максимальные значения во всем мате-
риале и не изменяются по радиусу. Учитывая вышесказанное, подставив соотношения
(11) в уравнение равновесия (7) найдем дифференциальное уравнение относительно
перемещения.

∂
∂r

(
1
r
∂
∂r (rur)

)
=

= 1.5K (λ+ µ)−1 θ,r − 0.5 (λ+ 2µ) (r (λ+ µ))−1 (pϕ − pr)−
−pr,r − 0.5λ (λ+ µ)−1 pϕ,r

(24)

Интегрируя (23) получаем соотношения для перемещений в материале пластины

u
(1)
r = 0.5rC

(1)
1 (t) + r−1C

(1)
2 (t) , C2 = 0 (25)

и в материале кольца

u
(2)
r = 0.25 (λ+ µ)−1 ((λ+ 2µ) r

∫ r
0 ρ
−1 (pr (ρ)− pϕ (ρ)) dρ

)
+

+0.25 (λ+ µ)−1 (3Kr−1
∫ r

0 ρ (pr (ρ) + pϕ (ρ)) dρ
)

+

1.5K (λ+ µ)−1 α (T0 − T (r)) + 0.5rC
(2)
1 + r−1C

(2)
2

(26)

Подставляя найденные перемещения в соотношения (11) запишем остаточные напря-
жения для пластины

σ(1)
r (r) = 3µKw−1C

(1)
1 , σ(1)

ϕ (r) = 3µKw−1C
(1)
1 (27)

для кольца

σ
(2)
r = 1.5Kµ (λ+ µ)−1 (∫ r

0 ρ
−1 (pr (ρ)− pϕ (ρ)) dρ

)
−1.5Kµ (λ+ µ)−1 (r−2

∫ r
0 ρ (pr (ρ) + pϕ (ρ)) dρ

)
−

−3µK (λ+ µ)−1 r−2
∫ r

0 ρθ (ρ) dρ+ 3µKw−1C
(2)
1 − 2µr−2C

(2)
2 ,

σ
(2)
ϕ = 1.5Kµ (λ+ µ)−1 ∫ r

0 ρ
−1 (pr (ρ)− pϕ (ρ)) dρ+

+1.5Kµ (λ+ µ)−1 r−2
∫ r

0 ρ (pr (ρ) + pϕ (ρ)) dρ−
−3Kµ (λ+ µ)−1 pϕ + 3µK (λ+ µ)−1 r−2

∫ r
0 ρθ (ρ) dρ+

+3µKw−1C
(2)
1 + 2µr−2C

(2)
2 .

(28)

В (24) – (27) C(1)
1 , C(1)

2 , C(2)
1 , C(2)

2 – коэффициенты интегрирования находятся из
граничных условий:

u(1)
r

∣∣∣
r=0

= 0, σ(2)
r

∣∣∣
r=R2

= 0,

σ
(1)
r

∣∣∣
r=R1

= σ
(2)
r

∣∣∣
r=R1

, u
(1)
r

∣∣∣
r=R1

= u
(2)
r

∣∣∣
r=R1

.

На рис. 3 показано распределение остаточных напряжений в материале сборки.
Характеристики материала круглой пластины соответствуют характеристикам вы-
шеописанного материала кольца.

Если предположить, что упругие модули достигают при высокой температуре зна-
чения, которое далее не изменяется, таким образом смоделировать фазовые переходы
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Рис. 3. Распределение остаточных напряжений в материале сборки

материала сборки, то распределение остаточных напряжений будет другим. Оно при-
ведено на рис. 4. Если сравнить результаты вычислений приведенных на рис. 3 и
рис. 4, то можно сделать вывод о том, что фазовые переходы в расчетах уменьшают
уровень напряжений. Поэтому в источниках, посвященных горячей посадке рекомен-
довано не подвергать большим температурным воздействием охватываемую деталь.

Рис. 4. Распределение остаточных напряжений в материале сборки

Работа выполнена при подержке гранта №116/2018Д Минобрнауки Хабаровского
края.
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Abstract. Using the theory of temperature stresses, the process of hot insertion of a circular
plate into a ring is simulated. In this case, the material of the ring is not heated evenly and has
accumulated irreversible deformations at the time of planting. Due to the high temperature region
of the ring, the dependence of the flow and elastic moduli on temperature is taken into account.
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