
Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2018. №3 (37). С. 127–133

Г. М. Севастьянов

ПРЕДЕЛЬНЫЕ СОСТОЯНИЯ РАЗНОМОДУЛЬНОЙ
УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОЙ ТРУБЫ

Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН, г. Комсомольск-на-Амуре, Россия

Аннотация. Рассмотрены предельные состояния разномодульной цилиндрической трубы
в момент зарождения пластического течения и в момент исчерпания несущей способности. Ис-
пользуются тензорно-линейная модель разномодульной теории упругости и ассоциированный
с поверхностью текучести Мора – Кулона закон. В работе определены критические деформа-
ции, которые могут быть использованы при диагностике конструкций, эксплуатирующихся в
условиях неизвестной внешней нагрузки.
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Геоматериалы, а также ряд конструкционных материалов (бетоны, чугуны) про-
являют свойство разносопротивляемости сжатию и растяжению. Происходит это как
на этапе упругого деформирования, так и в процессе необратимого изменения фор-
мы и объема. В области обратимых деформаций такое поведение среды описывается
тем или иным вариантом разномодульной теории упругости (РМТУ). Этот раздел
механики начал развиваться во второй половине XX века с работ Амбарцумяна, Ха-
чатряна, Шапиро [1, 2]. Динамическим и статическим проблемам РМТУ посвящен
ряд работ [3–8], в частности — [4], в которой отмечается комплексный характер рас-
пространения возмущений по среде, обладающей указанными свойствами. Наиболее
простым способом описания качественных особенностей разномодульных материалов
представляется использование квазилинейных теорий. Что касается пластического
деформирования (или разрушения) таких материалов, то наиболее известными явля-
ются кусочно-линейное условие Мора – Кулона, а также гладкие условия Мизеса –
Шлейхера и Друкера – Прагера, чувствительные к знаку среднего напряжения.

В настоящей работе будем рассматривать предельное равновесие конструкции в
виде полого цилиндра, нагруженного на внешней поверхности, в момент начала пла-
стического течения, а также предельное состояние исчерпания несущей способности
такой конструкции, соответствующее полному развитию пластического течения.
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Определяющая система уравнений сплошной среды в предположении малых де-
формаций включает:
– модель РМТУ

σσσ =
∂W

∂eee
, W =

λ

2
I2

1 + µI2 − ξI1

√
I2, (1)

– уравнение равновесия
∇·σσσ = 000, (2)

– аддитивное разделение полных деформаций

εεε = eee+ ppp, 2εεε = (∇⊗ uuu) + (∇⊗ uuu)T , (3)

– ассоциированный с условием Мора – Кулона закон пластического течения

Φ = (σ1 − σ3) + ϑ (σ1 + σ3)− 2κ, ppp = Λ
∂Φ

∂σσσ
. (4)

В формулах (1) – (4): σσσ – тензор напряжений Коши, W – упругий потенциал (ис-
пользован потенциал РМТУ, предложенный в [3]), eee – тензор упругих деформаций
с инвариантами I1 = tr(eee), I2 = tr(eee2), λ, µ, ξ > 0 – упругие модули материала, ∇
– оператор Гамильтона, εεε – тензор полных деформаций, ppp – тензор необратимых
(пластических) деформаций, uuu – вектор перемещений, Φ – пластический потенци-
ал, σ1, σ3 – собственные значения тензора напряжений (наибольшее и наименьшее по
модулю соответственно), ϑ, κ – пластические константы материала, параметр κ имеет
размерность напряжений, ϑ – безразмерный параметр, Λ – пластический множитель.

Будем искать две предельные величины: εcr1ϕϕ – значение компоненты тензора де-
формаций на внутренней поверхности цилиндра, которое соответствует началу пла-
стического течения, и εcr2ϕϕ > εcr1ϕϕ – аналогичную величину, соответствующую полному
развитию пластического течения и исчерпанию несущей способности конструкции.
Эта величина – отношение радиального перемещения к радиусу – легко измерима и
ее критические значения могут оказаться полезными при оценке прочности инженер-
ных сооружений в геотехнике, гидротехнике и других областях.

На внутренней поверхности цилиндра отсутствуют радиальные напряжения, внеш-
няя поверхность находится под действием некоторого давления.

Будем полагать, что точки среды испытывают чисто радиальное смещение, ur –
ненулевая компонента вектора перемещений. В этом случае все тензорные величины,
входящие в определяющие соотношения (1) – (4) будут диагональными. Полагаем,
что условие текучести (4) Φ = 0 при нагружении впервые выполнится на внутренней
свободной поверхности, как и в классической линейной теории упругости.

Модель (1) устанавливает между тензором напряжений Коши и тензором обрати-
мых деформаций связь вида:

σσσ = λI1111 + 2µeee− ξ
(

111
√
I2 + eee

I1√
I2

)
.

где 111 – единичный тензор.
Тогда

σrr
eϕϕ

= λ(1 + cotψ) + 2µ cotψ + ξ [cscψ + cosψ(1 + cotψ)] , (5)

σϕϕ
eϕϕ

= λ(1 + cotψ) + 2µ+ 2ξ cosψ(1 + cotψ), (6)

σzz
eϕϕ

= λ(1 + cotψ) + ξ cscψ,
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cotψ =
err
eϕϕ

< 0, ψ ∈
(
−π

2
, 0
)
.

Отсюда следует σϕϕ < σzz < σrr ≤ 0, тогда в (4) σ1 = σrr, σ3 = σϕϕ.
Появление пластической области характеризуется выполнением условия текуче-

сти (4) на границе r = r0. Учитывая, что на этой поверхности σrr = 0, имеем

σϕϕ(r0) = − 2κ

1− ϑ
.

В момент наступления пластического течения значение тензора полных деформа-
ций в точке среды совпадает со значением тензора упругих деформаций. Согласно (6)

εcr1ϕϕ = eϕϕ(r0) = − 2κ

1− ϑ
[λ(1 + cotψ0) + 2µ+ 2ξ cosψ0(1 + cotψ0)]−1 , (7)

где значение ψ0 по (5) является корнем уравнения

λ(1 + cotψ0) + 2µ cotψ0 + ξ [cscψ0 + cosψ0(1 + cotψ0)] = 0. (8)

При дальнейшем нагружении конструкции развивается пластическая область. Ис-
черпание несущей способности конструкции происходит в момент, когда пластическое
течение возникает на внешней границе цилиндра r = r1. При этом, согласно ассоции-
рованному закону (4)

pϕϕ = −Λ(1− ϑ), prr = Λ(1 + ϑ) (9)
и

εcr2ϕϕ = εcr1ϕϕ + pϕϕ(r0) = εcr1ϕϕ − (1− ϑ)Λ(r0). (10)
Таким образом, задача отыскания εcr2ϕϕ сводится к указанию значения пластического

множителя Λ на границе r = r0 в тот момент, когда упругопластическая граница
достигнет поверхности r = r1.

Далее, учитывая, что компоненты тензора полных деформаций имеют вид
εrr = ∂ur/∂r и εϕϕ = ur/r, имеем

∂εϕϕ
∂x

= εrr + εϕϕ, (11)

сделана замена x = ln(r/r1).
Аддитивное разложение (3) полных деформаций на обратимую и необратимую со-

ставляющие εϕϕ = eϕϕ + pϕϕ, εrr = err + prr и формулы (9) позволяют записать (11)
в виде

(1− ϑ)
∂Λ

∂x
+ 2ϑΛ =

∂eϕϕ
∂x
− eϕϕ(1 + cotψ), (12)

здесь учтено err = eϕϕ cotψ.
Тогда исходная задача сводится к интегрированию (12) с краевым условием

Λ
∣∣
x=0

= 0, так как в момент зарождения пластического течения на внешней грани-
це цилиндра там еще отсутствуют необратимые деформации.

Представим (12) в следующем виде, сделав замену независимой переменной на мо-
нотонный параметр ψ:

(1− ϑ)
∂Λ

∂ψ

∂ψ

∂x
+ 2ϑΛ =

∂eϕϕ
∂ψ

∂ψ

∂x
− eϕϕ(1 + cotψ). (13)

Для замыкания уравнения (13) необходимо знать функциональную зависимость
eϕϕ = eϕϕ(ψ), значение ψ1 = ψ

∣∣
x=0

, при котором Λ = 0, а также связь между ∂ψ/∂x
и ψ. После интегрирования (13) требуется найти значение Λ при ψ = ψ0.
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Подставим выражения (5) и (6) в условие пластичности (4) Φ = 0, имеем:

eϕϕ = 2κ

[
2λϑ(1 + cotψ)− 2µ (1− ϑ− (1 + ϑ) cotψ) +
+ξ(1 + ϑ) cscψ − ξ(1− 3ϑ) cosψ(1 + cotψ)

]−1

. (14)

Значение ψ
∣∣
x=0

получим следующим образом. Рассматриваемая задача статически
определима: в пластической области компоненты напряжений σrr и σϕϕ связаны усло-
вием (4) Φ = 0, откуда

σϕϕ =
σrr(1 + ϑ)− 2κ

1− ϑ
, (15)

и уравнение равновесия
∂σrr
∂x

+ (σrr − σϕϕ) = 0

интегрируется с краевым условием σrr
∣∣
x=ln(r0/r1)

= 0:

σrr =
κ

ϑ

[
1−

(
r1

r0
ex
) 2ϑ

1−ϑ
]
. (16)

Из (16) известна величина радиального напряжения на внешней поверхности тру-
бы. С другой стороны, уравнения (5) и (14) позволяют выразить σrr через ψ. Тогда
значение ψ на внешней поверхности трубы ψ1 = ψ

∣∣
x=0

есть корень уравнения

eϕϕ(ψ1) [(λ+ ξ cosψ1) (1 + cotψ1) + 2µ cotψ1 + ξ cscψ1] =
κ

ϑ

[
1−

(
r1

r0

) 2ϑ
1−ϑ
]
. (17)

Наконец

∂ψ

∂x
=
∂σrr
∂x

(
∂σrr
∂ψ

)−1

= (σϕϕ − σrr)
(
∂σrr
∂ψ

)−1

=
2

1− ϑ
(ϑσrr − κ)

(
∂σrr
∂ψ

)−1

. (18)

Здесь использовано уравнение равновесия и равенство (15). Последнее соотношение
с учетом (5) и (14) определяет ∂ψ/∂x как функцию ψ.

Таким образом, уравнение (13) с учетом (14) и (18) представляет собой обыкновен-
ное линейное дифференциальное уравнение первого порядка относительно функции
Λ(ψ) с краевым условием Λ(ψ1) = 0, где ψ1 определяется по (17).

Нетрудно убедиться, что критические деформации могут быть представлены в виде

εcr1ϕϕ = − 2

1− ϑ
κ

ξ
f1

(
λ

ξ
,
µ

ξ

)
,

εcr1ϕϕ = − 2

1− ϑ
κ

ξ

[
f1

(
λ

ξ
,
µ

ξ

)
+ f2

(
λ

ξ
,
µ

ξ
, ϑ, ψ1

)]
, ψ1 = ψ1

(
r1

r0
, ϑ

)
.

Расчетные значения f1 и f2 при различных λ/ξ, µ/ξ для фиксированного значения
пластического параметра ϑ = 1/2 и геометрического параметра r1/r0 = 2 представле-
ны на рисунке.
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Рис. 1. К определению критических деформаций
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LIMIT STATES OF A BIMODULAR ELASTIC-PLASTIC PIPE

Institute of machinery and metallurgy FEB RAS, Komsomolsk-on-Amur, Russia

Abstract. The limiting states of a bimodular cylindrical tube at the moment of the initiation of
plastic flow and at the moment of exhaustion of bearing capacity are considered. The tensor-linear
model of the bimodular theory of elasticity and the yield condition of Mohr-Coulomb are used.
The flow rule is given by an associated flow rule. The results are critical strain values, which can
be used in the diagnosis of constructions operating in conditions of unknown external load.
Keywords: bimodular theory of elasticity, Mohr – Coulomb condition, limiting states, plane strain
elastic-plastic problem.
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