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Аннотация. Представлена математическая модель теплопроводности многослойных компо-
зитных пластин. Слои таких пластин могут быть набраны как из изотропных, так и из орто-
тропных материалов, таких как армированные волокнами, либо частицами компози-ционные
материалы, сотовые структуры с различными параметрами армирования. Предложена мето-
дика аналитического решения стационарных и нестационарных задач теплопроводности для
таких многослойных пластин.
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1. Введение
Исследование различных проблем теплопроводности и теплопередачи играет важ-

ную роль при проектировании газотурбинных двигателей и установок, авиационной
и ракетной техники [1; 2]. При этом помимо увеличения термического сопротивления
по толщине стенок несущих и теплоотводящих конструкций требуется обеспечить
достаточную прочность и жесткость при ограниченном весе таких конструкций. Од-
новременное выполнение таких требований может быть реализовано в подкрепленных
конструкциях коробчатого типа или в трехслойных панелях с легкими алюминие-
выми или стеклопластиковыми сотовыми наполнителями. Теплопроводность таких
конструкций была исследована, например, в работах [3; 4]. В настоящее время
разработаны технологии производства многослойных сотопластовых конструкций,
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разделяющих среды с различными температурами. Все составляющие конструкцию
слои могут состоять из различных материалов, иметь различные структурные
параметры армирования, различную форму, плотность и взаимное расположение сот
и, в связи с этим, могут позволять в широких пределах управлять температурным
полем в направлении нормали к поверхности многослойной конструкции. Решение
такой задачи нам неизвестно и должно быть основано на относительно разумных
и простых гипотезах, позволяющих построить сравнительно простую расчетную
модель, обеспечивающую возможность решения соответствующих задач управления
тепловым полем и оптимизации.

2. Постановка задачи В общем случае распределение тепла в анизотропном теле
описывается уравнением:

ρCv
∂T

∂t
= div (Λ∇T ) + f, (1)

с начально-краевыми условиями

T |t=0 = Φo, β1
∂T

∂n

∣∣∣∣
Γ

− β2T |Γ = −ϕ (t) . (2)

При β1 = 0, β2 = 1 получим первую краевую задачу.
При β1 = Λ, β2 = 0 получим вторую крае-вую задачу.
При β1 = −Λ, β2 = α, ϕ (t) = αT получим третью краевую задачу. Здесь ρ —
плотность, Cv — объемная теплоемкость материала, Λ — тензор теплопроводности
анизотропной среды, f — внутренний распределенный источник тепла, n — внешняя
нормаль к границе области Γ, α — коэффициент теплопередачи, Tср — температура
окружающей среды при конвективном теплообмене.

В общем случае для анизотропной среды тензор теплопроводности имеет вид

Λ =

λ11 λ12 λ13

λ21 λ22 λ23

λ31 λ32 λ33

 (3)

Рассмотрим прямоугольную слоистую в направлении оси Oz композитную пластин-
ку (рис. 1) толщины H, состоящую из N слоев постоянной толщины δi (i = 1, 2, ..., N).
Примем все слои композиции либо ортотропными, либо изотропными. Структура
каждого слоя является либо армированной тонкими волокнами композицией, либо
армированной частицами, либо изотропной, что позволяет использовать модель теп-
лопроводности из [5; 6; 7]. Граница между i-м и (i+1 )-м слоями имеет координату
lzi (i = 1, 2, ..., N − 1). На границе раздела i-го и (i+1 )-го слоев задаются условия
идеального теплового контакта:

T i
∣∣
z=lzi

= T i+1
∣∣
z=lzi

, λi
∂T i

∂z

∣∣∣∣
z=lzi

= λi+1
∂T i+1

∂z

∣∣∣∣
z=lzi

(i = 1, 2, ..., N − 1) (4)

Здесь λi, λi+1 — эффективные значения коэффициента теплопроводности i-го и
(i+1 )-го слоев соответственно в направлении оси Oz в точках с координатой z = lzi.
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Рис. 1. Слоистая в направлении оси Oz прямоугольная пластинка.

Эффективные значение компонент тензора теплопроводности для рассматриваемой
пластинки найдем по формулам [8]:

Λij =

N∑
k=1

Ω̄kΛ
(k)
ij , i, j = 1, 2, Λ33 =

(
N∑
k=1

Ω̄k

Λ
(k)
33

)−1

. (5)

Здесь Λ
(k)
ij — эффективные значение компонент тензора теплопроводности k -го слоя,

взятые из [6; 7],

Ω̄k =
ckε
cε

δk
H
,

ckε — осредненное значение массовой теплоемкости k -го слоя, cε —осредненное значение
массовой теплоемкости по всей пластинке [6].

Предполагая, что направление армирования во всех слоях либо совпадает, либо
угол между направлениями армирования в различных слоях составляет π/2 , полу-
чим ортотропный композитный материал (во втором случае путем переименования
компонент тензора теплопроводности Λ11 → Λ̃22, Λ22 → Λ̃11).

Тогда тензор теплопроводности (3) преобразуется к виду:

Λ =

Λ11 0 0
0 Λ22 0
0 0 Λ33

 ,
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а выражения (5) примут вид:

Λii =

N∑
k=1

Ω̄kΛ
(k)
ii , i = 1, 2, Λ33 =

(
N∑
k=1

Ω̄k

Λ
(k)
33

)−1

. (6)

3. Методика решения
3.1 Одномерная стационарная задача. Распространение тепла вдоль

плоскости слоев
Рассмотрение задачи теплопроводности многослойной композитной пластинки нач-

нем со стационарной задачи, когда температурное поле не за-висит от времени. Тогда
в декартовых координатах уравнение теплопроводности (1), (2) запишется в виде:

∂

∂x

(
λx (x)

∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
λy (y)

∂T

∂y

)
+

∂

∂z

(
λz (z)

∂T

∂z

)
+ f (x, y, z) = 0, (7)

{0 ≤ x ≤ Lx; 0 ≤ y ≤ Ly; 0 ≤ z ≤ Lz} ,[
βx11

∂T i

∂x
− βx21T

i

]∣∣∣∣
x=0

= −ϕx1 ,
[
βx12

∂T i

∂x
− βx22T

i

]∣∣∣∣
x=Lx

= −ϕx2 ,[
βy11

∂T i

∂y
− βy21T

i

]∣∣∣∣
y=0

= −ϕy1,
[
βy12

∂T i

∂y
− βy22T

i

]∣∣∣∣
y=Ly

= −ϕy2,[
βz11

∂T 0

∂z
− βz21T

0

]∣∣∣∣
z=0

= −ϕz1,
[
βz12

∂TN

∂z
− βz22T

N

]∣∣∣∣
z=Lz

= −ϕz2.

(8)

Здесь и далее предполагается, что Λ11 = λx, Λ22 = λy, Λ33 = λz.
Решение задачи (7), (8) начнем с рассмотрения одномерного случая одномерного

случая.
Положим

∂T

∂y

∣∣∣∣
y=0

=
∂T

∂y

∣∣∣∣
y=Ly

= 0,
∂T

∂z

∣∣∣∣
z=0

=
∂T

∂z

∣∣∣∣
z=Lz

= 0.

Такая ситуация может возникнуть, например, в случае, когда градиент температуры
вдоль оси Ox много больше, чем вдоль осей Oy, Oz.

Тогда задача (7), (8) запишется в виде

d

dx

(
λ (x)

dT

dx

)
+ f (x, y, z) = 0, {0 ≤ x ≤ L} , (9)

β11
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=0

− β21T |x=0 = −ϕ1, β12
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=L

− β22T |x=L = −ϕ2. (10)

Такая задача модельно может представлять собой, например, теплоотводящие эле-
менты систем охлаждения.

Решение уравнения (9) путем двукратного интегрирования находится в виде

T (x) = C1K (x)− P (x) + C2, (11)

где

K (x) =

∫
[λx (x)]−1dx, P (x) =

∫
F (x) [λx (x)]−1dx, F (x) =

∫
f (x) dx,
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а константы интегрирования C1 , C2 находятся из краевых условий (10) и записыва-
ются в виде:

C1 =
β21 [β12P

′
L − β22PL + β22P0] + β22ϕ1 − β22β11P

′
0

β21 [β12K ′L − β22KL + β22K0]− β22β11K ′0
,

C2 =
1

β21

[
C1

(
β11K

′
0 − β21K0

)
− β11P

′
0 + β21P0 + ϕ1

]
.

Здесь нижний индекс при K, P означает точку в которой вычисляются значения
функций K(x), P (x), штрих сверху означает производную, например K ′L = K ′ (L).

3.2 Одномерная стационарная задача. Распространение тепла перпен-
дикулярно плоскости слоев

В случае, когда градиент температуры вдоль оси Oz максимален:
∂T

∂z
� ∂T

∂x
,
∂T

∂z
� ∂T

∂y
, (12)

целесообразно переписать задачу (7) – (8) в виде:

∂

∂x

(
λix
∂T i

∂x

)
+

∂

∂y

(
λiy
∂T i

∂y

)
+

∂

∂z

(
λiz
∂T i

∂z

)
+ fi (x, y, z) = 0, (13)[

βx11

∂T i

∂x
− βx21T

i

]∣∣∣∣
x=0

= −ϕx1 ,
[
βx12

∂T i

∂x
− βx22T

i

]∣∣∣∣
x=Lx

= −ϕx2 ,[
βy11

∂T i

∂y
− βy21T

i

]∣∣∣∣
y=0

= −ϕy1,
[
βy12

∂T i

∂y
− βy22T

i

]∣∣∣∣
y=Ly

= −ϕy2, i = 1, 2, ..., N,

(14)

[
βz11

∂T 1

∂z
− βz21T

1

]∣∣∣∣
z=0

= −ϕz1,
[
βz12

∂TN

∂z
− βz22T

N

]∣∣∣∣
z=Lz

= −ϕz2, (15)

и дополнить ее условиями сопряжения слоев (4):

T i
∣∣
z=lzi

= T i+1
∣∣
z=lzi

, λiz
∂T i

∂z

∣∣∣∣
z=lzi

= λi+1
z

∂T i+1

∂z

∣∣∣∣
z=lzi

, i = 1, 2, ..., N − 1. (16)

Учитывая (12), уравнения (13) – (14) можно переписать в виде:

d

dz

(
λiz (z)

dT i

dz

)
+ fi (z) = 0, i = 1, 2, ..., N. (17)

Уравнения (17) дополним краевыми условиями (15) – (16). Решение уравнений (17),
получается в виде аналогичном (11):

T i (z) = AiKi (z)− Pi (z) +Bi, (18)

где

Ki (x) =

∫ [
λiz (z)

]−1
dz, Pi (z) =

∫ ∫
fi (z)dz

λiz (z)
dz,

а значения констант Ai , Bi находятся из краевых условий (15) – (16).

3.3 Нестационарная задача
Рассмотрим прямоугольную слоистую в направлении оси Oz композитную пла-

стинку (рисунок 1) толщины H, состоящую из N слоев постоянной толщины δi (i =
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1, 2, ..., N). Примем допущение о независимости приведенных коэффициентов тепло-
проводности от в каждом слое от пространственных координат, а также о равен-стве
приведенных коэффициентов теплопроводности вдоль осей Ox, Oy :

λix = λiy = λi, i = 1, 2, ..., N. (19)

Тогда уравнение теплопроводности (1), (2) запишется в виде:

∂T i

∂t
−
(
aix
∂2T i

∂x2
+ aiy

∂2T i

∂y2
+ aiz

∂2T i

∂z2

)
=

1

ρiCvi
f (x, y, z, t) , (20)

{0 ≤ x ≤ Lx; 0 ≤ y ≤ Ly; 0 ≤ z ≤ Lz} ,
T i (x, y, z, 0) = Φ0i (x, y, z) , i = 1, 2, ..., N, (21)[

βx11

∂T

∂x
− βx21T

]∣∣∣∣
x=0

= −ϕx1 ,
[
βx12

∂T

∂x
− βx22T

]∣∣∣∣
x=Lx

= −ϕx2 , (22)[
βy11

∂T

∂y
− βy21T

]∣∣∣∣
y=0

= −ϕy1,
[
βy12

∂T

∂y
− βy22T

]∣∣∣∣
y=Ly

= −ϕy2, i = 1, 2, ..., N, (23)[
βz11

∂T

∂z
− βz21T

]∣∣∣∣
z=0

= −ϕz1,
[
βz12

∂T

∂z
− βz22T

]∣∣∣∣
z=Lz

= −ϕz2, (24)

с условиями сопряжения слоев (4). Здесь aik = λik/ρiCvi (k = «x», «y», или «z»).
Решение задачи (20) – (24) будем искать с помощью метода конечных интегральных

преобразований [8].
Для исключения координат x, y используем формулу перехода к изображениям

(индекс i опущен):

T̄ (z, t) =

Lx∫
0

Ly∫
0

T (x, y, z, t)P (x, y) dydx, (25)

где P (x, y) — ядро интегрального преобразования, являющееся решением задачи
Штурма-Лиувилля с однородными граничными условиями:

∂2P

∂x2
+
∂2P

∂y2
+ µ2P (x, y) = 0, (26)[

βx11

∂P

∂x
− βx21P

]∣∣∣∣
x=0

= 0,

[
βx12

∂P

∂x
− βx22P

]∣∣∣∣
x=Lx

= 0 (27)[
βy11

∂P

∂y
− βy21P

]∣∣∣∣
y=0

= 0,

[
βy12

∂P

∂y
− βy22P

]∣∣∣∣
y=Ly

= 0. (28)

Общее решение уравнения (26) имеет вид [9]:

P (x, y) = [C1x cos (γx) + C2x sin (γx)] [C1y cos (ηy) + C2y sin (ηy)]

Значения коэффициентов C1x , C2x , C1y , C2y определяются из однородных граничных
условия (27), (28).

Обратное преобразование задается формулой:

T (x, y, z, t) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

Pnm (x, y)

‖Pnm‖2
T̄ (z, t), (29)

где ‖Pnm‖2 — квадрат нормы функции P (x, y).
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Применяя преобразование (25) к задаче (20) – (24) и учитывая что µ2 = η2 + γ2 [9]
получаем:

∂T̄ i

∂t
−
(
aiµ2T̄ + aiz

∂2T i

∂z2

)
=

1

ρiCvi
f̄ (z, t) + I1 + I2 + I3 + I4, (30)

T̄ i (z, 0) = Φ̄0i (z) , i = 1, 2, ..., N, (31)[
βz11

∂T̄ i

∂z
− βz21T̄

i

]∣∣∣∣
z=0

= −ϕz1,
[
βz12

∂T̄ i

∂z
− βz22T̄

i

]∣∣∣∣
z=Lz

= −ϕz2. (32)

Здесь ai = λi/ρiCvi , I1, I2, I3, I4 — выражения определяемые из краевых условий
(22) – (23),

f̄i(z, t) =

Lx∫
0

Ly∫
0

fi(x, y, z, t)P (x, y) dydx,

Φ̄0i (r, µ) =

Lx∫
0

Ly∫
0

Φ0i (x, y, z)P (x, y) dydx.

Аналогичным методом исключим из уравнения (30) координату z. Положим:

¯̄T
i
(t) =

λiz
aiz

Lzi∫
Lz(i−1)

T̄ i (z, t)W i (z) dz.

Для исключения координаты z, вдоль которой свойства тела изменяются ступен-
чато воспользуемся формулой [10]:

¯̄T (t) =
N∑
i=1

¯̄T
i

=

N∑
i=1

λiz
aiz

Lzi∫
Lz(i−1)

T̄ i (z, t)W i (z) dz. (33)

Здесь W i (z) — ядро интегрального преобразования, являющееся решением задачи
Штурма-Лиувилля с однородными граничными условиями:

d2W i

dz2
+
ς2

a2
W i (z) = 0, (34)[

βz11

∂W i

∂z
− βz21W

i

]∣∣∣∣
z=0

= 0,

[
βz12

∂W i

∂z
− βz22W

i

]∣∣∣∣
z=Lz

= 0, i = 1, 2, ..., N, (35)

T i
∣∣
z=lzi

= T i+1
∣∣
z=lzi

, λi
∂T i

∂z

∣∣∣∣
z=lzi

= λi+1
∂T i+1

∂z

∣∣∣∣
z=lzi

i = 1, 2, ..., N − 1. (36)

Общее решение уравнения (34) ищется в виде:

W i (z) = C1i cos (ςx) + C2i sin (ςx) , i = 1, 2, .., N.

Обратное преобразование задается в виде:

T̄ i (z, t) =

∞∑
n=1

W i (z)

‖Wn‖2
¯̄T
i
(t). (37)
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Применяя преобразование (33) к задаче (30) – (32), получаем:

d ¯̄T

dt
+ ξ2 ¯̄T = ¯̄f (t) + ¯̄G, (38)

¯̄T (0) = ¯̄Φ0, (39)

где ξ2 =
∑
aiµ

2 +ς2, ¯̄G определяется из краевых условий (4), (32) с учетом выражений
I1, I2, I3, I4 из формулы (30),

¯̄f (t) =

N∑
i=1

λi
ai

Lzi∫
Lz(i−1)

f̄i (z, t)W (r) dz, ¯̄Φ0 =

N∑
i=1

Lzi∫
Lz(i−1

Φ̄0i (z)W (r) dz.

Решение задачи (38), (39) ищется в виде
¯̄T (t) = ¯̄Φ0 exp

(
−ξ2t

)
+ ¯̄K (t) , (40)

где ¯̄K (t) — какое-то частное решение неоднородного уравнения (40).
Обратное преобразование по формулам (29), (37) дает нам решение исходной задачи

(20) – (24) в виде тройного бесконечного ряда:

T i (x, y, z, t) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

∞∑
k=1

P inm (x, y)W i
k (z)

‖Pnm‖2‖Wm‖2
¯̄T (t). (41)

Отметим, что если отказаться от допущения (19), то задача решается аналогичным
образом с тем лишь исключением, что координаты x, y исключаются последовательно.

3.4 Случай тонких слоев
Для случая тонких слоев, когда

Lz � Lx, Lz � Ly

задачу (20) – (24) можно упростить, аппроксимировав распределение температуры
вдоль оси Oz по квадратичному закону [11]. Положим

T i (x, y, z, t) = T i1(x, y, t)T iz(z),

где
T iz(z) = z2 + biz + ci.

Коэффициенты bi , ci находятся из краевых условий (4), (24). Далее, повторяя
рассуждения (25) – (32) практически дословно, получим решение задачи (20) – (24) в
виде аналогичном (41) за исключением того, что общее решение будет представлено
в виде двойного ряда, а не тройного.

Заключение
Таким образом получена функциональная связь между структурными парамет-

рами армирования (интенсивность и направление армирования в каждом из слоев
композиции, удельное содержание каждого из слоев в многослойном пакете) и распре-
делением температуры в теле, что позволяет поставить как задачу оптимального про-
ектирования, так и задачу управления температурными полем внутри композитной
пластинки путем варьирования структурных параметров армирования. Такие задачи
особенно важны при конструировании систем охлаждения технических устройств и
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особенно летательных аппаратов, где широко применяются композитные конструк-
ции, позволяющие создавать требуемые условия теплообменников при минимальном
расходе материала теплообменника или его весе.
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SOME PROBLEMS OF THERMAL CONDUCTIVITY OF RECTANGULAR
MULTILAYER COMPOSITE PLATES

Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics, the Siberian Branch RAS,
Novosibirsk, Russia

Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia

Abstract. The paper presents the structural mathematical model of thermal conductivity of
multilayer composite plates. Each layer of plate which is under consideration is either isotropic
material or fi-ber composite or dispersion-strengthened composite or honeycomb composite
structure. An analytical solution method for steady and non-steady heat conduction problem is
proposed for specified plates.

Keywords: thermal conductivity, analytical solutions, composite materials, multilayer plates.
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