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Аннотация. В работе рассмотрено кручение неоднородного цилиндрического стержня с эл-
липтическим сечением. Определено напряженное состояние стержня, построено поле харак-
теристик основных соотношений, найдены линии разрыва напряжений.
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Кручение изотропных и анизотропных идеальнопластических стержней рассмотре-
но в работах [1]-[4]. Кручение неоднородных идеальнопластических стержней иссле-
довано в [5]-[7].

Рассмотрим цилиндрический идеальнопластический стержень, ориентированный в
прямоугольной системе координат xyz. Ось z направлена параллельно образующим
стержня. Контур сечения стержня плоскостью z = const есть эллипс: x

2

a20
+ y2

b20
= 1.

Предположим, что сечение стержня состоит из двух анизотропных областей, раз-
деленных ломаной AOB (рис. 1).

Стержень закручивается вокруг оси z равными и противоположными парами сил.
Боковая поверхность стержня считается свободной от нагрузок.

Напряженное состояние стержня определяется соотношениями

σx = σy = σz = τxy = 0,
τxz = τxz(x, y), τyz = τyz(x, y),

(1)

условиями пластичности
τ2
xz

a2
1

+
τ2
yz

b21
= 1 (2)
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Рис. 1.

в области I,
τ2
xz

a2
2

+
τ2
yz

b22
= 1 (3)

в области II,
уравнением равновесия

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0, (4)

где b1 ≤ b2, a1 ≤ a2.
Согласно [3] характеристики соотношения (4) в каждой области есть прямые, орто-

гональные вектору градиента к кривым (2) и (3) соответственно. Вектор касательного
напряжения

τ = τxzi+ τyzj, (5)
не меняется вдоль характеристик и направлен по касательной к контуру поперечного
сечения стержня.

Пусть
b1
a1

=
b2
a2

=
b0
a0
. (6)

Тогда уравнение характеристик в обоих областях имеет вид

y =
y0

x0
x, (7)

где
x2

0

a2
0

+
y2

0

b20
= 1. (8)

Вектор касательного напряжения τ в областях I и II определяется соответственно
соотношениями

τ = −a1

b0
y0i+

b1
a0
x0j, (9)

τ = −a2

b0
y0i+

b2
a0
x0j. (10)
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На линии неоднородности AOB неизбежен скачок касательных напряжений. Поэто-
му при переходе через ломанную AOB вектор касательного напряжения τ , а соответ-
ственно и характеристики соотношения (4) меняют свое направление. A это приводит
к дополнительным линиям разрыва напряжений AC, BC и CO области II (рис. 2а,
2б).

Пусть точка A имеет координаты( x1, y1) а точка B – ( x2, y2). Тогда

tgϕ1 =
y1

x1
, tgϕ2 =

y2

x2
, (11)

где ϕ1 – угол, образованный линией неоднородности OA с осью Ox, ϕ2 – угол, образо-
ванный линией неоднородности OB с осью Ox. Предположим, что 0 < γ < 2π , γ =
ϕ2 − ϕ1

Рис. 2.

Тогда вектор касательного напряжения
−→
τ ′2 в области, ограниченной замкнутой кри-

вой OACO, определяется соотношением
−→
τ ′2 = (mx1 −

a1

b0
y1)
−→
i +

(
b1
a0
x1 +my1

)
−→
j , (12)

где m =

√
a22−a21
a0

=

√
b22−b21
b0

.
Характеристики в этой области задаются уравнением

b22

(
mx1 −

a1

b0
y1

)
x+ a2

2

(
b1
a0
x1 +my1

)
y = const. (13)

Линия разрыва напряжений AC определяется из дифференциального уравнения(
b2b0x√

b20x
2 + a2

0y
2
−
(
b1
a0
x1 +my1

))
dx+

+

(
a2a0y√

b20x
2 + a2

0y
2
− (mx1 −

a1

b0
y1)

)
dy = 0. (14)

Согласно (14) уравнение линии разрыва напряжений AC имеет вид
b2
b0

√
b20x

2 + a2
0y

2 −
(
b1
a0
x1 +my1

)
x+ (mx1 −

a1

b0
y1)y = a0(b2 − b1). (15)
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Вектор касательного напряжения
−→
τ ′′2 в области, ограниченной замкнутой кривой

OBCO, определяется соотношением

−→τ ′′2 =

(
mx2 −

a1

b0
y2

)
−→
i +

(
b1
a0
−my2

)
−→
j . (16)

Характеристики в этой области задаются уравнением

b22

(
−mx2 −

a1

b0
y2

)
x+ a2

2

(
b1
a0
x2 −my2

)
y = const. (17)

Линия разрыва напряжений BC определяется из дифференциального уравнения(
b2b0x√

b20x
2 + a2

0y
2

+

(
− b1
a0
x2 +my2

))
dx+

+

(
a2a0y√

b20x
2 + a2

0y
2
− (mx2 +

a1

b0
y2)

)
dy = 0. (18)

Согласно (18) уравнение линии разрыва напряжений BC имеет вид
b2
b0

√
b20x

2 + a2
0y

2 +

(
− b1
a0
x2 +my2

)
x− (mx2 +

a1

b0
y2)y = a0(b2 − b1). (19)
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TORSION OF A NON-UNIFORM CYLINDRICAL ROD WITH AN ELLIPTICAL
SECTION
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Abstract. The torsion of an inhomogeneous cylindrical rod with an elliptic cross section is
considered. The stress state of the rod was determined, the field of the characteristics of the
main relations was constructed, the lines of stress rupture were found.
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