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Аннотация. В работе исследовано кручение анизотропного и составного стержней с эллипти-
ческим сечением при условии пластичности Мизеса-Хилла. Получены интегралы, определяю-
щие напряженное состояние анизотропного стержня, построено поле характеристик основных
соотношений для анизотропного стержня при условии пластичности Мизеса-Хилла, получены
соотношения вдоль характеристик, найдена огибающая семейства характеристик, определен
предельный крутящий момент. Для составного стержня определено напряженное состояние,
построено поле характеристик, получены соотношения вдоль характеристик и найдены линии
разрыва напряжений.
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Введение.
Кручение представляет собой один из видов деформации тел, характеризующийся

взаимным поворотам его поперечных сечений под влиянием моментов, действующих в
этих сечениях. Кручение стержней в инженерной практике встречается довольно ча-
сто, особенно в машиностроении. На кручение работают валы двигателей и станков,
оси вагонов и локомотивов, винтовые пружины и т.п. Теория кручения изотропных и
анизотропных стержней принадлежит к числу разработанных разделов теории иде-
ального жесткопластического тела. Вместе с тем, исследований по теории кручения
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неоднородных стержней недостаточно. В частности, исследования по теории круче-
ния изотропных и анизотропных идеальных жесткопластических стержней представ-
лены в работах [1]-[4]. Кручение неоднородных и составных стержней рассмотрены в
работах [5]-[7]. Результаты, полученные в работе, могут быть применены в машино-
строении при определении предельных нагрузок на стержень в результате кручения,
при решении новых задач теории предельного состояния, при расчетах несущей спо-
собности различных тел и конструкций.
Основные результаты Рассмотрим цилиндрический стержень, контур L попереч-

ного сечения которого есть эллипс (см. рис. 1а)

L :
x2

a2
0

+
y2

b20
= 1. (1)

Образующие стержня параллельны оси z. Предположим, что стержень состоит из
анизотропного идеального жесткопластического материала. Стержень закручивается
вокруг своей оси, боковая поверхность стержня свободна от нагрузок.

Рис. 1. Сечение анизотропного стержня с характеристикой и кривая текучести.

Напряженное состояние, возникающее в стержне, характеризуется следующими
значениями компонент напряжений:

σx = σy = σz = τxy = 0,
τxz = τxz (x, y) , τyz = τyz (x, y) .

(2)

Предположим, что условие пластичности задано в виде (см. рис. 1б)

τ2
xz

a2
+
τ2
yz

b2
= 1, (3)

а единственное уравнение равновесия имеет вид

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0. (4)

Пусть точка (x0y0) ∈ L, и через нее проходит характеристика l соотношения (4).
Согласно [3], [4] и [5] уравнение семейства характеристик l имеет вид

a2b20x0 (y − y0)− a2
0b

2y0 (x− x0) = 0 , (5)
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Рис. 2. Поле характеристик и огибающая.

а вдоль характеристик компоненты напряжения задаются в виде

τxz = − a2
0aby0√

a4
0b

2y2
0 + b40a

2x2
0

, τyz =
b20abx0√

a4
0b

2y2
0 + b40a

2x2
0

. (6)

Семейство характеристик (5) имеет огибающую (см. рис. 2)

(a0b
2x)

2
3 + (b0a

2y)
2
3 = (a2

0b
2 − a2b20)

2
3 . (7)

На рис. 2 характеристики нарисованы сплошными линиями, а огибающая характе-
ристик – пунктирными. Отрезок EF есть линия разрыва напряжений.

В частности, если выполняется равенство
a

b
=
a0

b0
, (8)

то соотношения (5) и (6) примут вид

y =
y0

x0
x (9)

τxz = −ay0

b0
, τyz =

bx0

a0
. (10)

При этом огибающая (7) и линия разрыва напряжений EF вырождаются в начало
координат.
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Пусть
x = ρcosϕ, y = ρsinϕ (11)

Тогда
ρ2 = x2 + y2, tgϕ =

y

x
(12)

Положим
x0 = ρ0cosϕ0, y0 = ρ0sinϕ0 (13)

где

ρ0 =
a0b0√

b20cos
2ϕ0 + a2

0sin
2ϕ0

. (14)

Согласно (11)-(49) соотношения (9), (10) примут вид

ϕ = ϕ0 (15)

τxz = − a0asinϕ√
b20cos

2ϕ+ a2
0sin

2ϕ
, τyz = − b0bcosϕ√

b20cos
2ϕ+ a2

0sin
2ϕ
. (16)

Предельный крутящий момент определим из соотношения

M =

∫∫
(xτyz − yτxz) dxdy (17)

где интегрирование берется по поперечному сечению стержня.
С учетом (11), (16) из соотношения (17) следует

M =
2

3
πa2

0b0b (18)

Рассмотрим составной цилиндрический идеальный жесткопластический стержень.
Контур сечения стержня плоскостью z = const определяется соотношением (1).

Предположим, что сечение стержня состоит из двух анизотропных областей, раз-
деленных прямойAB (см. рис. 3).

Рис. 3. Сечение составного стержня.

Стержень закручивается вокруг оси z равными и противоположными парами сил.
Боковая поверхность стержня считается свободной от нагрузок.
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Напряженное состояние стержня определяется соотношениями (2), уравнением рав-
новесия (4) и условиями пластичности

τ2
xz

a2
1

+
τ2
yz

b21
= 1 (19)

в области I,
τ2
xz

a2
2

+
τ2
yz

b22
= 1 (20)

в области II, где b1 ≤ b2, a1 ≤ a2

Согласно [3] характеристики соотношения (4) в каждой области есть прямые, ор-
тогональные вектору градиента к кривым (19) и (20) соответственно.

Вектор касательного напряжения:

τ = τxzi+ τyzj, (21)

не меняется вдоль характеристик и направлен по касательной к контуру (1) попереч-
ного сечения стержня.

Пусть
b1
a1

=
b2
a2

=
b0
a0
. (22)

Тогда уравнение характеристик в обоих областях имеет вид (14).
Согласно (10), вектор касательного напряжения τ в областях I и II определяется

соответственно соотношениями

τ = −a1

b0
y0i+

b1
a0
x0j, (23)

τ = −a2

b0
y0i+

b2
a0
x0j. (24)

На линии неоднородности неизбежен скачок касательных напряжений. Поэтому
при переходе через линию AB вектор касательного напряжения τ , а соответственно
и характеристики соотношения (4) меняют свое направление. A это приводит к до-
полнительным линиям разрыва напряжений области II (рис. 3), выходящим из точек
A иB

Пусть точка A имеет координаты(x1, y1) а точкаB − (−x1−y1). Тогда

tgϕ1 =
y1

x1
, ρ1 =

a0b0√
b20cos

2ϕ1 + a2
0sin

2ϕ1

(25)

где ϕ1 – угол, образованный линией OA с осью Ox, ρ1− расстояние от точки O до
точки A

Вектор касательного напряжения ~τ ,2 в области, ограниченной замкнутой кривой
OACO, определяется соотношением

~τ ,2 =

(√
b22 − b21
b0

x1 −
a1

b0
y1

)
~i+

(
b1
a0
x1 +

√
a2

2 − a2
1

a0
y1

)
~j. (26)

Характеристики в этой области задаются уравнением

b22

(√
b22 − b21
b0

x1 −
a1

b0
y1

)
x+ a2

2

(
b1
a0
x1 +

√
a2

2 − a2
1

a0
y1

)
y = const (27)
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Рис. 4. Поле характеристик и линии разрыва напряжений.

Уравнение линии разрыва напряжений AC имеет вид

b2
b0

√
b20x

2 + a2
0y

2 −

(
b1
a0
x1 +

√
a2

2 − a2
1

a0
y1

)
x+

+(

√
b22 − b21
b0

x1 −
a1

b0
y1)y = a0(b2 − b1). (28)

Вектор касательного напряжения ~τ ′′2 в области, ограниченной замкнутой кривой
OBCO, определяется соотношением

~τ ′′2 = (

√
b22 − b21
b0

x1 +
a1

b0
y1)~i+

(
− b1
a0
x1 +

√
a2

2 − a2
1

a0
y1

)
~j. (29)

Характеристики в этой области задаются уравнением

b22

(√
b22 − b21
b0

x1 +
a1

b0
y1

)
x+ a2

2

(
− b1
a0
x1 +

√
a2

2 − a2
1

a0
y1

)
y = const (30)

Уравнение линии разрыва напряжений BC имеет вид

b2
b0

√
b20x

2 + a2
0y

2 +

(
b1
a0
x1 −

√
a2

2 − a2
1

a0
y1

)
x+

+(

√
b22 − b21
b0

x1 +
a1

b0
y1)y = a0(b2 − b1). (31)

Точка C определяется из соотношений (33) и (36). Отрезок OC является линией
разрыва напряжений. На рис. 4 характеристики основных соотношений нарисованы
тонкими линиями, а линии разрыва напряжений – жирными.
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B. G. Mironov, Yu. B. Mironov

ON THE THEORY OF TORSION OF COMPOSITE CYLINDRICAL RODS

Federal State Institution of Education «Russian University of Transport», Moscow, Russia

Moscow Technical University of Communication and Informatics, Moscow, Russia

Abstract. In the work, the torsion of anisotropic and composite rods is investigated. with elliptic
section, subject to the von Mises-Hill plasticity. Received integrals determining the stress state of an
anisotropic rod, a field of characteristics of the basic relations for an anisotropic rod is constructed
under the condition of the Mises-Hill plasticity, we obtain relations along characteristics, found the
envelope of the family of characteristics, defined ultimate torque for a composite rod, the stress is
determined state, built field of characteristics, obtained ratios along characteristics and found the
line break stress.

Keywords: stress, plasticity, plasticity condition, deformation, anisotropy, heterogeneity.
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