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Аннотация. Для композитных стержней с произвольными постоянными поперечными се-
чениями и кусочно-постоянными вдоль оси усиливающими структурами различной фазовой
природы нагружаемых осевыми нагрузками, установлены общие зависимости между пара-
метрами геометрических структур, физико-механических характеристик материалов и ко-
ординатами приложения осевых нагрузок, обеспечивающих рациональное по сечению поле
деформаций. На основании концепции слабейшего звена, сформулированы критерии опреде-
ления первой (предельной упругой) и второй предельной нагрузки (нагрузки предразруше-
ния).
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Введение.
Прямолинейные стержни постоянного и переменного сечения широко используют-

ся в качестве опорных и соединительных элементов в различных отраслях маши-
ностроения, авиа- и судостроения, в гражданских и индустриальных строительных
объектах. В процессе эксплуатации они подвергаются интенсивным кратковременным
силовым, температурным, химическим и кинематическим воздействиям и силу про-
изводства однотипных серийных элементов к ним предъявляются повышенные тре-
бования надежной эксплуатации при кратковременных и длительных режимах. При
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современных экономических условиях эти требования практически не могут быть ре-
ализованы при использовании традиционных конструкционных материалов и поэто-
му в последние десятилетия активно развиваются технологии создания гибридных
композиционных конструкций, в которых материалы различной физической приро-
ды могут работать совместно для достижения единой цели: длительной и надежной
эксплуатации при разумных расходах на ее поддержание. В настоящее время разра-
ботаны простые технологические приемы склейки, сварки, наплавок, напыления тон-
ких покрытий, высокотемпературной поверхностной обработки, химической пропит-
ки, технологии производства дисперсно-упрочненных и направленно-армированных
материалов на основе процессов склейки, выкладки или намотки тонких лент или
волокон различной физической природы [1-27]. С технологической точки зрения на
сегодняшний день можно сформировать без особых ограничений практически лю-
бые по форме гибридные конструкции из выбранных по физической природе типов
материалов с заранее определенной топологией их расположения, однако при этом от-
сутствуют методы прогнозирования в заданных режимах эксплуатации возникающих
полей внутреннего сопротивления и их изменений при изменения внешних полей воз-
действия и внутренней структуры. Для их разработки необходимо проводить серии
контрольных испытаний образцов-свидетелей для каждого из входящих фазовых ма-
териалов, сформировать требования к последующим внешним температурно-силовым
воздействиям, критерии предельного деформирования и критерии приемлимых ка-
честв созданных конструкций (по экономическим, жесткостным и эксплуатационным
ограничениям). На их основе необходимо устанавливать взаимосвязи между полями
внешних воздействий, внутренних топологических структур расположения фазовых
материалов и геометрическими параметрами форм созданных конструкций для уста-
новления наиболее рациональных режимов эксплуатации. Реализовать подобную про-
грамму исследований сегодня практически невозможно. Прежде всего потому, что для
широкого класса материалов можно получить надежную информацию по их физико-
механическим характеристикам лишь на основе испытаний однородных одномерных
образцов свидетелей [1, 2, 6-13, 16-23, 26-28]. Поэтому мы рассмотрим сформулирован-
ную проблему для длинных гибридных стержней, нагружаемых осевыми нагрузками
сжатия или растяжения.
1. Формулировка задачи и основные уравнения.
Рассмотрим призматический или цилиндрический гибридный стержень с площадью

поперечного сечения S =
⋃n
i=1 Si, где Si – площадь поперечного сечения i-го фазового

материала (изотропного, дисперсно-упрочненного, слоистого, слоисто-волокнистого)
и будем связывать со стержнем систему декартовых координат x, y, z так, чтобы ось x
проходила через точку образующей стержня параллельно линии осевого нагружения,
а оси y и z находились в плоскости перпендикулярной оси нагружения (рис. 1а, 1б).

Предполагается, что все фазовые включения имеют формы цилиндров или призм с
осями параллельными оси x, их физико-механические характеристики не зависят от
координаты x, но могут зависеть от координат y, z, а поперечные размеры всех фазо-
вых областей намного меньше длины рассматриваемого стержня. Будем считать, что
при качественных технологических режима изготовления, соединения фазовых мате-
риалов является идеальными (без пор и отслоений), так что при последующих нагру-
жениях стержень деформируется как монолитная сплошная среда. Считаем также,
что созданный стержень не подвергается на поверхности воздействию нормальных и
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а) б)

Рис. 1.

(или) касательных распределенных нагрузок. Как показывают многие расчеты и экс-
перименты, в этом случае все компоненты тензоров деформаций и напряжений будут
существенно ниже компонентов осевой деформации εxx и осевого напряжения σxx во
всех фазовых материалах.

Если ввести вектор перемещения точек на отчетной оси стержня

~U0 = u0(x)~i+ υ0(x)~j + w0(x)~k, (1)

(~i,~j,~k – единичные орты осей выбранной системы координат), то пользуясь для рас-
сматриваемого гибридного стержня традиционными и многократно проверенными
экспериментально гипотезами Кирхгофа-Лява для осевой деформации получим вы-
ражение

ε = εxx(x, y, z) = e0(x) + κyz + κzy, (2)

e(x) =
du0

dx
, κy = −d

2w0

dx2
, κz = −d

2υ0

dx2
, w0 = w0(x). (3)

Многие фазовые материалы ведут себя существенно по-разному в условиях рас-
тяжения и сжатия (армированные и неармированные бетоны, керамики, полимеры,
дерево, модифицированные стали и цветные сплавы, армированные металлические
сплавы). Некоторые приобретают свойства в процессе технологической переработки,
некоторые проявляют и сохраняют их, как присущие по своей физической природе
[1-23, 26-28].

Поэтому для i-го фазового материала будем использовать законы деформирования
в форме

(σxx)i = Ai(x, y)ε+Bi(x, y)ε2, (4)

Ai(x, y), Bi(x, y) – известные функции, а ε определяется по формулам (2), (3).
Поля напряжений (4) порождают в сечении стержня усилие N и моменты My, Mz

внутреннего сопротивления
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N =
n∑
i=1

∫ ∫
Si

(σxx)idydz = C1e+ C2κy + C3κz + C4e
2 + C5κ

2
y + C6κ

2
z+

+C7κyκz + C8eκy + C9eκz, (5)

My =
n∑
i=1

∫ ∫
Si

(σxx)izdydz = D1e+D2κy +D3κz +D4e
2 +D5κ

2
y +D6κ

2
z+

+D7κyκz +D8eκy +D9eκz, (6)

Mz =

n∑
i=1

∫ ∫
Si

(σxx)iydydz = E1e+ E2κy + E3κz + E4e
2 + E5κ

2
y + E6κ

2
z+

+E7κyκz + E8eκy + E9eκz, (7)

где

С1 =
n∑
i=1

∫ ∫
Si

Ai(y, z)dydz, С2 =
n∑
i=1

∫ ∫
Si

Ai(y, z)dydz,

С3 =
n∑
i=1

∫ ∫
Si

Ai(y, z)ydydz, С4 =
n∑
i=1

∫ ∫
Si

Bi(y, z)dydz,

С5 =
n∑
i=1

∫ ∫
Si

Bi(y, z)z
2dydz, С6 =

n∑
i=1

∫ ∫
Si

Bi(y, z)y
2dydz,

D1 = C2, D2 =

n∑
i=1

∫ ∫
Si

Ai(y, z)z
2dydz, D3 =

n∑
i=1

∫ ∫
Si

Ai(y, z)yzdydz,

D4 =

n∑
i=1

∫ ∫
Si

Bi(y, z)zdydz, D5 =

n∑
i=1

∫ ∫
Si

Bi(y, z)z
3dydz,

D6 =
n∑
i=1

∫ ∫
Si

Bi(y, z)yz
2dydz, D7 = 2

n∑
i=1

∫ ∫
Si

Bi(y, z)yz
2dydz,

D8 = 2
n∑
i=1

∫ ∫
Si

Bi(y, z)z
2dydz, D9 = 2

n∑
i=1

∫ ∫
Si

Bi(y, z)yzdydz, (8)

E1 = C3, E2 = D3, D3 =

n∑
i=1

∫ ∫
Si

Ai(y, z)y
2dydz, E4 =

n∑
i=1

∫ ∫
Si

Bi(y, z)ydydz,

E5 = D6, E6 =

n∑
i=1

∫ ∫
Si

Bi(y, z)y
2zdydz, E7 = 2

n∑
i=1

∫ ∫
Si

Bi(y, z)y
2zdydz,

E8 = 2
n∑
i=1

∫ ∫
Si

Bi(y, z)yzdydz, E9 = 2
n∑
i=1

∫ ∫
Si

Bi(y, z)y
2dydz,
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Если внешняя осевая сила P проходит через в точку в поперечном сечении с коор-
динатами (ξ, η), то будем иметь выражения

N = P, Mz = Pξ, My = Pη. (9)
Соотношения (1)-(8) устанавливают связи между полями внутренней структуры,

формой конструкции, действующими внешними нагрузками, напряжениями и дефор-
мациями. Поскольку поля внутренней структуры и форма связанного гибридного
стержня не могут быть изменены, то создание благоприятных изменений полей де-
формаций и внутренних напряжений возможно лишь за счет управления внешними
нагрузками.
2. Дополнительные требования к рациональным структурам.
Как отмечалось выше в процессе технологической переработки в требуемое изделие

многие конструкционные материалы приобретают значительно отличающиеся как ка-
чественно, так и количественно свойства в условиях растяжения и сжатия. Естествен-
ным требованием рациональных структур должно выступать требование сохранения
знака деформаций. Это возможно если линии нулевой деформации будут реализова-
ны при необходимом нагружении на контурных или законтурных образующих линий
рассматриваемого стержня. Пусть Φ(yt, zt) = 0 — уравнение образующих линии, а
(yt, zt) ее параметрические координаты в некоторой точке. Если эта точка будет ней-
тральной точкой деформации, то для нее будем иметь

e+ ztκy + ytκz = 0. (10)
Учитывая это равенство и зависимости (2)-(9) после исключения амплитуды дей-

ствующих нагрузок P получим выражения для координат ξt, ηt согласованной грани-
цы области приложения нагрузок, для которой деформации будут сохранять знак во
всем сечении стержня

ξt =
r1 + r2ξ2 + r3ξ

2
2

p1 + p2ξ2 + p3ξ2
2

, ηt =
s1 + s2ξ2 + s3ξ

2
2

p1 + p2ξ2 + p3ξ2
2

, (11)

ξ2 =
ξz
e
, ξ1 =

ξy
e
, ξ1 =

1

zt
− yt
zt
κ2. (12)

Коэффициенты p1, p2, p3, r1, r2, r3, s1, s2, s3 зависят от внутренней структуры
C1, ..., C9, D1, ..., D9, E1, ..., E9, форму образующую контур (yt, zt) и не зависят от
величины P прилагаемого усилия. Формулы для коэффициентов могут быть легко
получены и не приводятся здесь в силу громоздкости.

Для установления предельных уровней допустимого нагружения и поиска рацио-
нальных структур армирования далее необходимо сформулировать дополнительные
требования по условиям работы используемых материалов. Например, требование,
чтобы все используемые материалы при нагружении работали в пределах упруго-
сти. Тогда в выражениях (4) для всех фазовых материалов следует принять все
Bi(x, y) = 0 и с учетом этого упростить все последующие соотношения, в том чис-
ле — коэффициенты p1, ..., s3 в условиях согласования. Затем сканируя по t сечение
стержня и решая задачу определения минимально допустимой предельной упругой
деформации ε0 = min(ε0

i ), где ε0
i — предельно упругая деформация i-го фазового ма-

териала. И затем из первой из формул (9) определить первую предельную нагрузку
P0 (предельную нагрузку упругого деформирования).
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Изменяя положение координат точки приложения осевой нагрузки с учетом усло-
вий согласования полей нагружения и параметров внутренних структур можно искать
максимально возможное увеличение первой предельной нагрузки. Если хотя бы для
одного материала при деформировании допускается требование Bi(x, y) 6= 0, то далее
речь можно вести лишь о второй предельной нагрузке (нагрузке предразрушения) P ∗,
при которой в рамках концепции слабейшего звена по вышеописанной схеме в одном
из неупруго деформирующихся материалов будет достигнута допустимая предельная
деформация предразрушения ε∗. Следует подчеркнуть, что достижение первой или
второй предельной нагрузки не означает прекращение его функционирования. За счет
перераспределение полей напряжений и деформаций между фазовыми материалами
он может еще долго и успешно функционировать в ходе развития начинающегося
процесса разрушения. Однако эти проблемы требуют отдельное исследование.

Отметим здесь также, что при воздействии сжимающих нагрузок для стержней
превышающих некоторую критическую длину исчерпание несущей способности мо-
жет наступать при амплитудах нагрузок значительно меньших чем первая или вторая
предельные нагрузки за счет потери устойчивости при упругих или неупругих дефор-
мациях. Приближенное решение соответствующей задачи можно получить, используя
концепцию Р.Шенли о продолжающемся догружении в момент потери устойчивости.
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Yu. V. Nemirovskii
RATIONAL COORDINATION OF REINFORCEMENT STRUCTURES AND
DEFORMATION FIELDS UNDER AXIAL LOADING OF COMPOSITE RODS

S. Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics of the Siberian Branch
of theRAS, Novosibirsk, Russia

Abstract. For composite rods with arbitrary constant cross sections and piecewise constant
along the axis of the reinforcing structures various phase nature loaded with axial loads, the general
dependencies between the parameters of geometric structures, physico-mechanical characteristics of
materials and coordinates of application of axial loads, ensuring a rational cross-section deformation
field. Based on the concept of the weakest link, the criteria for determining the first (ultimate
elastic) and the second ultimate load (pre-fracture load).

Keywords: composite hybrid rods, metal-plastic, concrete-plastic, wood-plastic, metal-ceramic
structures, criteria for ultimate deformations, ultimate loads.
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