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ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО
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Аннотация. Проведено исследование напряженно-деформированного состояния толстостен-
ной конической трубы по теории малых деформаций при степенном упрочнении. Найдено
решение, описывающее состояние трубы, методом малого параметра с точностью до величин
второго порядка малости.
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Рассмотрим коническую трубу, находящуюся под действием внутреннего давления
p. Ее внешний и внутренний контуры поперечного сечения в цилиндрической системе
координат характеризуются функциями r = a+ k1f1(Z) и r = b+ k2f2(Z).

Напряженно-деформированное состояние трубы из несжимаемого материала при
степенном упрочнении описывается решением следующей системы уравнений [1-3]:
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Граничные условия будут такими:

σn|ρ=Ψ1(z) = −p; τn|ρ=Ψ1(z) = 0

σn|ρ=Ψ2(z) = 0; τn|ρ=Ψ2(z) = 0
(2)

Здесь функции Ψ1(z) и Ψ2(z) определяют контур поперечного сечения в дефор-
мированном состоянии. Если считать форму сечения близкой к круговому кольцу на
всем протяжении трубы, т.е. k1 = k2 = 0, то задача (1),(2) допускает решение [1, 2]
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Это решение можно использовать в качестве приближенного, если решение исход-
ной задачи непрерывно зависит от функций fi(z) при f1(z) = f2(z) = 0. Для анализа
подобной непрерывности, согласно [4-6], построим задачу относительно вспомогатель-
ных функций ζi. Она имеет следующий вид:
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(σn + ζn)|ρ=Ψ1(z) = −p; (τn + ζτ )|ρ=Ψ1(z) = 0

(σn + ζn)|ρ=Ψ2(z) = 0; (τn + ζτ )|ρ=Ψ2(z) = 0

(4)

Для того, чтобы решение исходной задачи (1), (2) непрерывно зависело от fi(z),
необходимо, чтобы однородная линеаризованная задача, полученная из (4), имела
только тривиальное решение.
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После линеаризации по ζi, с учетом (3), (4) принимает вид:
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при ρ = 1 и ρ = α
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где a1 = a2(c(m− 1) + 1); a2 = 2a3; a3 = A
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2 .

Следуя [1,2] решение задачи (5) ищем в виде:
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В результате подстановки (6) в (5) была найдена функция Ψ:

Ψ = C1ρ
2z2 + C2z

2 + C3ρ
2m+2 + C4ρ

2m (8)

Для того, чтобы решение исходной задачи (1), (2) непрерывно зависело от fi(z) при
fi(z) = 0, нужно, чтобы задача (5),(6) имела только тривиальное решение. В резуль-
тате подстановки функций ζi, найденных через (8), было получено условие нетриви-
альности решения (5),(6) в виде:
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Наименьший корень уравнения (9) обозначим через p∗. Таким образом, если внут-

реннее давление таково, что p < p∗, то решение задачи (1),(2) будет непрерывно за-
висеть от fi при fi = 0.

Пусть отклонение поперечного сечения от кругового кольца задано с точностью до
малых параметров δ1 = k1

b и δ2 = k2
b . В подобных задачах широко используется метод

малого параметра [2, 7, 8]. В случае, если p < p∗ решение будет аналитическим по
δ1, δ2 в окрестности точки δ1 = δ2 = 0, и его можно искать в виде сходящихся рядов:
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В результате подстановки (10) в (1),(2) были получены задачи для компонент при-
ближений. Системы уравнений для первого приближения имеют вид аналогичный (5),
где вместо ζi подставлены соответствующие напряжения и перемещения. Граничные
условия будут такими:
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Поскольку с точностью до обозначений система уравнений совпадает с (5), то для
определения приближений также воспользуемся функциями Ψ10 и Ψ01. Их вид будет
следующий
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В результате были найдены компоненты первого приближения
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Приближения "01"имеют вид аналогичный (14). Константы Ni, Mi находим, под-
ставляя в граничные условия (11), (12). Для частного случая функций f1(z) = f2(z) =
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= z системы для для определения констант будут следующими:
a11N1 + a12N2 + a13N3 + a14N4 = 0

a21N1 + a22N2 + a23N3 + a24N4 = − m

1− α2m
p

a31N1 + a32N2 + a33N3 + a34N4 = 0
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(16)

где a11 = α2ma21, a13 = 2a33, a14 = 0, a23 = 2a13, a24 = 0, a32 = a31, a33 = a34 =
= 4a3m(m− 1), a41 = αa42, a43 = αa33, a44 = α−1a34.

Вид постоянных не приводится из-за их громоздкости.
Таким образом, найдено решение задачи (1),(2) с точностью до величин второго

порядка малости:
σρ = σ0

ρ + σ10
ρ δ1 + σ01

ρ δ2,
σθ = σ0

θ + σ10
θ δ1 + σ01

θ δ2,
τρz = τ10

ρz δ1 + τ01
ρz δ2,

σz = σ0
z + σ10

z δ1 + σ01
z δ2,

u = u0 + u10δ1 + u01δ2,
w = w10δ1 + w01δ2

В качестве оценки погрешности найденного результата можно использовать какую-
либо из оценок ряда Тейлора.
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N. V.Minaeva
THE INVESTIGATION OF THE STRESS-STRAIN STATE OF A CONICAL

TUBE BY PERTURBATION METHOD

Voronezh State University, Russia

Abstract. We conducted a study of the stress-strain state of a thick-walled conical tube on the
theory of small deformations under power hardening. We found a solution describing the state of
the pipe by a small parameter method up to the second order of magnitude of smallness.

Keywords: power-law hardening, conical tube, small parameter, convergence
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