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Аннотация. В работе рассматривается упругопластическое состояние многослойной тонкой
пластины c эллиптическим отверстием. Пластина подвергается равномерному растяжению.
Материал слоев пластины различен и имеет разные свойства анизотропии и сопротивления
отрыву. В работе определено наряженное состояние пластины и найдена граница между упру-
гой и пластической областями.
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Рассмотрим многослойную бесконечную кольцевую пластину с эллиптическим от-
верстием. В качестве границ перехода между слоями материала примем окружности
радиуса ri (рис. 1), оси которых совпадают с осями эллипса. Материал всех слоев при-
мем анизотропным, идеальнопластическим. Константу отрыва для i-го слоя пластины
обозначим pi. Пластина находится в состоянии равномерного растяжения.

Следуя идеям Хилла [1], учитывая [2] условие пластичности для материала i-го
слоя пластины примем в виде

(Aiσx − pi)(Biσy − pi)− Ciτ2
xy = 0, (1)
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Рис. 1.

где Ai, Bi, Ci – константы определяющие анизотропию материала слоя i, pi – кон-
станта сопротивления отрыву области i.

Запишем уравнение контура эллиптического отверстия

x2

a2(1 + ε)2 +
y2

a2(1− ε)2 = 1. (2)

Перейдем к полярной системе координат, при этом уравнение эллипса примет вид

ρ =
α(1−δ2d21)√

1−2δd1 cos 2θ+δ2d21
= α

[
−1 + δd1 cos 2θ − 3

4δ
2d2

1(1− cos 4θ)+

+5
8δ

3d3
1(cos 2θ + cos 6θ)

]
+ ..., ρ = 1

ρ0s
, α = a

ρ0s
.

(3)

Для записи выражения (1) в полярной системе координат ρθ воспользуемся соот-
ношениями (4).

σx =
σρ+σθ

2 +
σρ−σθ

2 cos 2θ + τρθ sin 2θ,

σy =
σρ+σθ

2 − σρ−σθ
2 cos 2θ − τρθ sin 2θ,

τxy =
σρ−σθ

2 sin 2θ + τρθ cos 2θ.

(4)

Из (1) и (4) получим

AiBi (σρ + σθ)
2 − (σρ − σθ)2

(
AiBi+Ci

2 + AiBi−Ci
2 cos 4θ

)
−

−2τ2
ρθ (AiBi + Ci + (Ci −AiBi) cos 4θ)− 2τρθ (σρ − σθ)×

× (AiBi − Ci) sin 4θ − 2 (σρ − σθ) (Ai −Bi) pi cos 2θ−
−4τρθ (Ai −Bi) pi sin 2θ − 2 (σρ + σθ) (Ai +Bi) pi = −4p2

i .

(5)

Решение будем искать с помощью метода возмущения по малому параметру, для
этого перейдем к безразмерным величинам. Все компоненты напряжения отнесем к
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пределу текучести k0,величины определяющие геометрические размеры пластины от-
несем некоторой линейной величине ρ0

s.

Ai = 1 + δai, Bi = 1 + δbi, Ci = 1 + δci, αi =
ri
ρ0
s

, (6)

где ai, bi, ci – константы анизотропии, ri – радиусы границ слоев, δ – малый безраз-
мерный параметр.

В исходном нулевом приближении при δ = 0, Ai = Bi = Ci = 1 соотношение (5)
имеет вид

(σρi − pi) (σθi − pi)− τ2
ρθi = 0, pi = const. (7)

Решение будем искать аналогично работам [3-8], пологая

σij = σ
(0)
ij + δσ

(I)
ij + δ2σ

(II)
ij + ... . (8)

Примем

τ
(0)
ρθi = 0. (9)

Припишем компонентам напряжения в пластической зоне индекс “p” наверху, а
упругой – индекс “е” наверху.

В нулевом приближении из (5 – 9) получим

σ
(0)p
θi = pi. (10)

Уравнения равновесия запишем в виде

∂σ
(i)
ρ

∂ρ + 1
ρ

∂τ
(i)
ρθ

∂θ +
σ
(i)
ρ −σ

(i)
θ

ρ = 0,

∂τ
(i)
ρθ

∂ρ + 1
ρ

∂σ
(i)
θ
∂θ +

2τ
(i)
ρθ

ρ = 0.
(11)

В исходном нулевом приближении выражения (11) с учетом (8 – 10), примут вид

dσ
(0)
ρi

dρ
+
σ

(0)
ρi − σ

(0)
θi

ρ
= 0. (12)

Из соотношений (10), (12)определим компоненты напряжения σ(0)p
ρ для i-го слоя

σ
(0)p
ρi = pi −

C1i

ρ
. (13)

Учитывая, что контур отверстия свободен от усилий, σρ1 = 0 при ρ = α0, определим
константу C1.

σ
(0)p
ρ1 = p1

(
1− α

ρ

)
. (14)

Компоненты напряжения для первой области в пластической области в нулевом
приближении имеют вид

σ
(0)p
ρ1 = p1

(
1− α0

ρ

)
, σ

(0)p
θ1 = p1, τ

(0)p
ρθ1 = 0. (15)

Условия сопряжения на границах областей в нулевом приближении имеет вид
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σ
(0)p
ρi−1 = σ

(0)p
ρi , при ρ = αi − 1. (16)

Из (9), (10), (14) получим компоненты напряжений для i-го слоя в нулевом при-
ближении

σ
(0)p
ρi = pi

(
1− αi−1

ρ

)
+

i−1∑
j=1

pj(αj − αj−1)

ρ
. (17)

Линеаризуя выражение (5) c учетом (6) (8), с учетом (9), (15), (17) имеем

σ′pθi = ai+bi−ci
8

(
i−1∑
j=1

pj(αj−αj−1)
ρ − pi αi−1

ρ

)
cos 4θ + 1

2 (ai − bi) pi cos 2θ

−ai+bi−ci
8

(
i−1∑
j=1

pj(αj−αj−1)
ρ − pi αi−1

ρ

)
− 1

2 (ai − bi) pi.
(18)

Уравнениям равновесия (11) удовлетворим, полагая

σ′ρn =
1

ρ

∂Φ′i
∂ρ

+
1

ρ2

∂2Φ′i
∂θ2

, σθ =
∂2Φ′i
∂ρ2

, τρθn = − ∂

∂ρ

(
1

ρ

∂Φ′i
∂θ

)
. (19)

Подставляя в (18) выражения (19), получим

∂2Φ′i
∂ρ2

=
ai + bi − ci

8ρ
cos 4θ +

1

2
(ai − bi)pi cos 2θΩ− ai + bi − ci

8ρ
Ω− 1

2
(ai + bi)pi, (20)

где Ω =
i−1∑
j=1

pj(αj − αj−1)− piαi−1.

Решение уравнения (20) будет иметь вид

Φ′i = ai+bi−ci
8 ρ (ln ρ− 1 + C1ρ+ C2) Ω cos 4θ+

+
(

1
4 (ai − bi) piρ2 + C3ρ+ C4

)
cos 2θ−

−ai+bi−ci
8 Ωρ ln ρ+

(
ai+bi−ci

8 Ω + C5

)
ρ− 1

4 (ai − bi) piρ2 + C6.

(21)

Подставляя (21) в уравнения (11) определим выражения для компонент напряже-
ния в пластической области для первого приближения

σ′ρn =
[
ai+bi−ci

8 Ω16−15 ln ρ
ρ − 15C1

ρ − 16C2
ρ2

]
cos 4θ−

−
[

1
2 (ai − bi) pi + 3C3

ρ + 4C4
ρ2

]
cos 2θ−

−ai+bi−ci
8

ln ρ
ρ Ω− 1

2 (ai + bi) pi + C5
ρ

τ ′ρθ =
[
ai+bi−ci

8 Ω1
ρ −

4C2
ρ2

]
sin 4θ +

[
1
2 (ai − bi) pi − 2C4

ρ2

]
sin 2θ.

(22)

Контур отверстия свободен от усилий, с учётом выражения (3) на нём будут спра-
ведливы соотношения

σ′
p
ρ1 = −p1d1 cos 2θ, τ ′

p
ρθ1 = −p1d1 sin 2θ при ρ = α0. (23)

Из (22), (23) определим константы для первого слоя
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C1 = p0α lnα
8 (a+ b− c) , C2 = −p0α2

8 (a+ b− c) ,
C3 = −p0α

2 (a− b) + p0d1
3 (1− 4α) , C4 = α2p0

4 (a− b) + α2p0d1.

C5 = p0α
2 (a− b)− p0α lnα

8 (a+ b− c) .
(24)

Выражения для компанент напряжения в пластической зоне для первого слоя в
первом приближении согласно (22), (24) примут вид

σ′pρ1 = α0p1 (a+ b− c)
[

15 ln ρ
8ρ −

16+15 lnα0
8ρ + 2α0

ρ2

]
cos 4θ−

−
[
p1(a−b)

2

(
1− 3α0

ρ +
2α2

0
ρ2

)
+ p1d1

(
1−4α0
ρ +

4α2
0

ρ2

)]
cos 2θ+

+p1α0 lnα0

8ρ c− p1 (a+ b)
[

1
2 −

α0
2ρ

]
+ α0p1

8ρ (a+ b− c) ln ρ
α0
,

σ′pθ1 = −α0p1
8ρ (a+ b− c) cos 4θ + p1(a−b)

2 cos 2θ −−p1(a+b)
2 + α0p1

8ρ (a+ b− c) ,
τ ′pρθ1 = −α0p1

2ρ (a+ b− c)
(
1− α2

0

)
sin 4θ +

[
p1(a−b)

2 ×
(

1− α2
0
ρ2

)
− 2p1d1α2

0
ρ2

]
sin 2θ.

(25)

Условия сопряжения на границе областей имеет вид

σ′
p
ρi = σ′

p
ρi−1 τ ′

p
ρθi = τ ′

p
ρθi−1 при ρ = αi−1. (26)

Зная компоненты напряжения в первой области (25), из выражений (22)
и условий сопряжения (26) можно определить значения коэффициентов
C

(n)
1 C

(n)
2 C

(n)
3 C

(n)
4 C

(n)
5 .

C
(i)
1 = −a1+b1−c1

15 α0p1

[
16
(
2− α2

0

)
+ 15

8 ln (α0α1) + 2α0
α1

]
−

−
n−1∑
i=2

(
ai+bi−ci

8 ln
(
αi−1

αi

)
Ω
)
− ai+bi−ci

8 Ω lnαi−1,

C
(i)
2 = p1α0α1

8 (a1 + b1 − c)
(
1− α2

0

)
+
n−1∑
i=2

(
ai+bi−ci

8 (αi−1 − αi) Ω
)

+ ai+bi−ci
8 αi−1Ω,

C
(i)
3 = p1d1

3 (1− 4α0) + (a1 − b1) p1α1

(
1− α0

α1

)(
2− α0

α1

)
−

−1
2

n−1∑
i=2

(ai − bi) pi (αi−1 − αi)− ai−bi
2 piαi−1,

C
(i)
4 = −p1(a1−b1)

4 (α2
1 − α2

0) + p1d1α
2
0 +

n−1∑
i=2

(
(ai−bi)pi

4 (α2
i−1 − α2

i )
)

+ (ai−bi)pi
4 α2

i−1,

C
(i)
5 = p1α0 lnα0

8 c1 + α0p1(a1+b1−c1)
8 ln

(
α1
α0

)
+ 1

2

n−1∑
i=2

(pi (ai + bi) (αi−1 − αi)) +

+
n−1∑
i=2

(
(ai+bi+ci)

8 ln
(
αi−1

αi

)
Ω
)

+ ai+bi+ci
8 lnαi−1 + 1

2 (ai + bi) piαi−1.

Упругое решение в первом приближении можно определить согласно [8]. Ввиду
громоздкости расчетов в данной работе это решение опустим.

Полученное решение соответствует результатам работ [9–11], при изменении коли-
чества слоев и формы отверстия.
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UNIFORM STRETCHING OF A THIN ANISOTROPIC PLATE WITH A
CIRCULAR APERTURE BACKED UP BY INCLUSION, UNDER THE

CONDITION OF RESISTANCE TO SEPARATION

I. Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University, Cheboksary

Abstract. The paper deals with the elastoplastic state of a multilayer thin plate with an elliptical
hole. The plate is subjected to uniform stretching. Material The plate layers are different and have
different anisotropy properties and resistance to tearing. In the work determined the dressed state
of the plate and The boundary between the elastic and plastic regions is found.

Keywords: plasticity, elasticity, linearization, stress, separation, anisotropy
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