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Аннотация. Представленная статья посвящена проблеме термоупругопластического дефор-
мирования полого тора. Основные уравнения теории температурных напряжений представле-
ны в тороидальной системе координат. Рассчитаны и графически проанализированы остаточ-
ные напряжения в полом упругопластическом торе, подверженном неравномерному радиаль-
ному нагреву. Приближенное аналитическое решение указанной задачи получено в рамках
подхода обобщенного плоского напряженного состояния. Поля напряжений и смещений вы-
числены в областях термоупругого деформирования и пластического течения. Обсуждаются
корректность и применимость полученных решений для тора произвольного размера в усло-
виях осесимметричного теплового воздействия.

Ключевые слова: термоупругость, термопластичность, температурное напряжение, предел
текучести, остаточное напряжение, остаточная деформация, тор, тороидальные координаты

DOI: 10.26293/chgpu.2019.40.2.006

УДК: 539.374

Введение
Расчет полей температурных напряжений в процессах изготовления и эксплуата-

ции изделий является одной из важных задач современной технологической практи-
ки. Процессы формирования объектов аддитивного производства зачастую протекают
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при сильно меняющихся температурных полях. К таким процессам относятся: ла-
зерная стереолитография [1], селективное лазерное спекание [2], электронно-лучевая
плавка [3], моделирование методом наплавления [4], метод многоструйного моделиро-
вания [5], изготовление объектов с использованием ламинирования [6], 3D–печать [7],
компьютерная осевая литография, экструзия материала. Изменение градиентов тем-
пературного поля приводит к образованию концентраторов остаточных напряжений
и развитию зон необратимого деформирования. Моделирование подобных техноло-
гических процессов логично проводить в рамках теории температурных напряжений.
Наиболее полное изложение этой теории проделано в монографии [8]. В условиях тем-
пературного воздействия, проявляющего свойства осевой симметрии, были получены
аналитические решения ряда краевых задач термоупругопластического деформиро-
вания. Так, в работах [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21] рассматрива-
лись решения краевых задач расчета полей остаточных деформаций и напряжений
в условиях центральной (сферической) симметрии для упругопластического матери-
ала, определены особенности решения при нестационарном тепловом градиенте. Ра-
боты [22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 35, 41, 42,
43, 44, 45, 46, 47, 48, 49] посвящены проблемам построения решений для напряже-
ний и перемещений в упругопластическом материале в условиях осевой симметрии
в цилиндрических координатах. Были выявлены особенности расчета напряженного
состояния в случае плоского напряженного и плоского деформированного состояния
материала с учетом зависимости предела текучести от температуры.

Настоящее исследование посвящено расчету параметров напряженно-
деформированного состояния материала в условиях тороидальной симметрии.
Расчеты удобно будет проводить в тороидальных координат. Тороидальная система
координат находит широкое применение в моделировании процессов в объектах,
геометрия которых может быть описана в данной системе наиболее простым образом.
Тороидальная форма конструкций часто используется при проектировании объектов
в областях магнитогидродинамики, управляемом термоядерном синтезе, магнито-
статике и др. Учет температурного поля в таких конструкциях может оказаться
существенным при оценке прочностных характеристик при учете температурных
деформаций.
1. Дифференциальные уравнения теории температурных напряжений в

условиях тороидальной симметрии
Переход от декартовых координат (X,Y, Z) к тороидальным (r, θ, φ) (Рис. ) можно

провести согласно преобразованию:

X = (R0 + r sin θ) cosφ,

Y = (R0 + r sin θ) sinφ,

Z = R0 cos θ,

(1)

где R0 – главный тороидальный радиус, r ∈ [r1, r2], r1 и r2 внутренний и внешний
радиусы полого тора.

Примем, что центр тора совпадает с началом системы координат. При этом урав-
нение образующей оси тора определяется равенством r = 0.

Воспользуемся моделью малых упругопластических деформаций Прандля–Рейса,
обобщенной на случай учета температурных эффектов. Тензор полных деформаций
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Рис. 1. Тороидальные координаты (r, θ, φ), R =
√
X2 + Y 2.

полагается состоящим из термоупругой eij и пластической pij частей аддитивной за-
висимостью

dij = eij + pij . (2)
Компоненты тензора малых деформаций в тороидальных координатах определя-

ются через компоненты ui вектора перемещений в виде:

drr = ur,r, drθ =
1

2

(
ur,θ
r

+ uθ,r −
uθ
r

)
,

dθθ =
uθ,θ
r

+
ur
r
, dϕϕ =

ur sin θ + uθ cos θ

Ω
+
uϕ,ϕ

Ω
,

drϕ =
1

2

(
ur,ϕ
Ω

+ uϕ,r −
uϕ sin θ

Ω

)
, dθϕ =

1

2

(
uθ,ϕ
Ω

+ uϕ,θ −
uϕ cos θ

Ω

)
,

Ω = R0 + r sin θ.

(3)

Здесь и далее индексом после запятой обозначается частное дифференцирование
по соответствующей пространственной координате.

Уравнения равновесия в условиях тороидальной симметрии можно записать в фор-
ме:

σrr,r +
σrθ,θ
r

+
σrϕ,ϕ

Ω
+
σrr − σθθ

r
+

sin θ

Ω
(σrr − σϕϕ + ctg θ(σrθ)) = 0

σrθ,r +
σθθ,θ
r

+
σθϕ,ϕ

Ω
+

2σrθ
r

+
sin θ

Ω
(σrθ + ctg θ(σθθ − σϕϕ)) = 0

σrϕ,r +
σθϕ,θ
r

+
σϕϕ,ϕ

Ω
+
σrϕ
r

+
2 sin θ

Ω
(σrϕ + ctg θ(σθϕ)) = 0

(4)

В областях термоупругого деформирования исследуемого материала деформации
и напряжения связаны законом Дюамеля–Неймана [8]:

σij = λδij(err + eθθ + eφφ)− αδij(3λ+ 2µ)(T − T0) + 2µeij , (5)

где δij — символ Кронекера, λ, µ — параметры Ламе (константы материала), α –
коэффициент линейного теплового расширения, (T − T0) — разница между текущей
и начальной температурой материала.
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Расчет напряженно-деформированного состояния материала при медленном изме-
нении теплового воздействия осуществляется в рамках квазистатической теории тем-
пературных напряжений, когда выражения для полей напряжений и перемещений
зависит от известного температурного распределения. Для определения поля темпе-
ратуры воспользуемся уравнением теплопроводности, записанным в тороидальных
координатах:

T,rr +
(R0 + 2r sin θ)T,r
r(R0 + r sin θ)

+
T,θθ
r2

+
cos θT,θ

r(R0 + r sin θ)
+

T,φφ
(R0 + r sin θ)2

=
1

κ

∂T

∂t
. (6)

При известных значениях функций pij и заданных граничных условиях система
соотношений (3)–(6) полностью определяет напряженно-деформированное состояние
материала.
2. Постановка краевой задачи. Рассмотри полый тор с размерами R0 и r1 <

r < r2. Будем полагать, что материал подвержен влиянию симметричного отно-
сительно декартовой оси Z теплового воздействия. В таком случае напряженно-
деформированное состояние не зависит от окружной координаты φ и справедливы
соотношения:

uφ = 0, drφ = dθφ = 0, σrφ = σθφ = 0 (7)
Пусть изменение температурного поля от начального значения T0 (при котором

отсутствуют деформации и напряжения) до некоторого Tk является равномерным
T,r = 0, а на поверхностях тора выполняются условия свободного теплового расшире-
ния

σrr(r1, θ) = 0, σrθ(r1, θ) = 0, σrr(r2, θ) = 0, σrθ(r2, θ) = 0. (8)
В этом случае в изотропном термоупругом материале сохраняются начальные зна-

чения тензора напряжений, вместе с тем диагональные компоненты тензора дефор-
маций имеют равномерное распределение

σrr(r, θ) = 0, σrθ(r, θ) = 0, σθθ(r, θ) = 0, σφφ(r, θ) = 0, drθ(r, θ) = 0,

drr(r, θ) = α(Tk − T0), dθθ(r, θ) = α(Tk − T0), dφφ(r, θ) = α(Tk − T0).
(9)

Из уравнений равновесия (4) с учетом соотношений (9), можно вычислить компо-
ненты вектора перемещений:

ur(r, θ) = α(Tk − T0)(r +R0 sin θ), uθ(r, θ) = α(Tk − T0)R0 cos θ. (10)

Из (10) следует, что даже в простейшей постановке, задача об определении перемеще-
ний в торе является двумерной. При неравномерном температурном воздействии дву-
мерные численные решения для деформаций и напряжений удается описать прибли-
женными одномерными зависимостями, используя общепринятые гипотезы о плоских
напряженно-деформированных состояниях материала.
3. Термоупругое равновесие полого тора. Исследуем условия формирования

напряжений при термоупругом равновесии материала (dij = eij). Рассмотрим решение
стационарного уравнения теплопроводности (6) с граничными условиями:

T (r1, θ) = Tk, T (r2, θ) = T0. (11)

Численный анализ показывает, что получаемое распределение температурного поля
существенно зависит от геометрии тора и при малых значениях параметра ε = r2/R0

может быть описано функцией, зависящей только от радиальной координаты. При
стремлении ε = r2/R0 к нулю, тороидальная симметрия переходит в цилиндрическую,
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что позволяет получать одномерные аналитические решения. При таком подходе важ-
ным является определение допустимых конечных значений параметра ε, при которых
цилиндрические решения будут удовлетворительно описывать двумерные численные
тороидальные решения при заданной геометрии. Стационарное уравнение теплопро-
водности при ε = 0 имеет простой вид: T,r + rT,rr = 0. Максимальное отклонение
аналитического решения данного уравнения от численного решения уравнения (6) со-
ставляет менее 2% при ε = 0.1 и r1/r2 = 0.4. Следовательно с достаточно высокой
степенью точности температурное распределение при ε < 0.1 можно считать одно-
мерным.

Определим напряженно-деформированное состояние материала в условиях термо-
упругого равновесия при ε = 0. Система уравнений равновесия (4) примет вид:

σrr,r +
σrθ,θ
r

+
σrr − σθθ

r
= 0, σrθ,r +

σθθ,θ
r

+
2σrθ
r

= 0. (12)

Компоненты вектора перемещений представим в следующей форме:

ur(r, θ) = F (r) +R0C sin θ, uθ(r, θ) = R0C cos θ. (13)

где F (r) — неизвестная функция радиуса, C — неизвестная константа. Используя (13),
запишем соотношения для деформаций при ε = 0:

drr = F,r dφφ = C dθθ =
F

r
drθ = 0 (14)

Далее, подставив выражения (14) в систему уравнений равновесия (12), получим урав-
нение для определения функции F (r):

F,rr + (r−1F ),r = αγT,r γ =
(3λ+ 2µ)

(λ+ 2µ)
. (15)

Решением (15) является функция

F (r) =
γ

r

∫ r

r1

∆(ρ)ρdρ+Ar +
B

r
, ∆(r) = α(T (r)− T0). (16)

где A, B — константы интегрирования. Функция (17) соответствует общему реше-
нию для перемещений в цилиндре в условиях плоского деформированного состояния.
Решения для напряжений (5) с учетом (17) примут вид:

σrr = λC + 2A(λ+ µ)− 2µB

r2
− 2µγ

r2

∫ r

r1

∆(ρ)ρdρ,

σθθ = λC + 2A(λ+ µ)− 2µB

r2
− 2µγ

r2

∫ r

r1

∆(ρ)ρdρ,

σφφ = 2λA+ (λ+ 2µ)C − 2µγ∆(r).

(17)

Константы A, B находятся из условий свободного теплового расширения (8):

A =
1

(λ+ µ)

(
µγ

(r2
2 − r2

1)

∫ r

r1

∆(ρ)ρdρ− λC

2

)
, B =

γr2
1

(r2
2 − r2

1)

∫ r

r1

∆(ρ)ρdρ. (18)

Константа C, определяется из условия:∫ r2

r1

2πσφφ(ρ)ρdρ = 0 (19)
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Уравнение (19) встречается в задачах расчета напряжений в цилиндрах в условиях
обобщенного плоского деформированного состояния, при этом вместо напряжения σφφ
используется напряжение σzz. Из (19) получим:

C =
2

r2
2 − r2

1

∫ r2

r1

∆(ρ)ρdρ (20)

При термоупругом деформировании выражение (20) соответствует величине сред-
него теплового расширения, распределенной по объему тора. Подстановка найден-
ных значений (18), (20) в выражения 17 приводит с совпадению окружных напря-
жений на поверхностях, что согласуется с численным моделированием напряженно-
деформированного состояния тора при малых значениях параметра ε < 0.1.

σφφ(r1) = σθθ(r1), σφφ(r2) = σθθ(r2). (21)

На графике представлено распределение напряжений при термоупругом деформиро-
вании материала тора.
4. Необратимое деформирование тора. Процесс расчета термоупругого дефор-

мирования при увеличении значения температуры Tk ограничен возможностью вы-
хода напряженного состояния на поверхность текучести (призма Треска), заданную
условием:

max |σrr − σθθ|, |σrr − σφφ|, |σφφ − σθθ| − 2k(T ) = 0 (22)

где k = k0(1−β∆) — предел текучести материала, β — константа материала, задающая
степень падения предела текучести при росте температуры.

Пластическое течение возникает на внутренней поверхности тора при выполнении
условия (22) в форме:

σrr − σθθ = 2k, σrr − σφφ = 2k. (23)

По мере роста параметра Tk граница зоны пластичности b движется в направлении
внешней поверхности. Формулы для перемещений и напряжений в области упругого
деформирования b < r < r2 остаются справедливыми с точностью до новых констант
интегрирования A, B, C.

Зона пластичности состоит из двух частей: область полной пластичности r1 < r < a
(ребро призмы Треска), в которой выполняется условие (23), и область пластичности
a < r < b (грань призмы Треска), в которой выполняется условие пластичности:

σrr − σφφ = 2k. (24)

В области r1 < r < a задача является статически определимой, и напряжения явля-
ются решениями системы уравнений равновесия (4) с учетом условий (8), (23):

σ∗rr = −2

r

∫ r

r1

k(ρ)

ρ
dρ, σ∗θθ = σ∗φφ −

2

r

∫ r

r1

k(ρ)

ρ
dρ− 2k. (25)

Перемещения в данной области вновь представим в виде суммы функций (13):

ur(r, θ) = F ∗(r) +R0C sin θ, uθ(r, θ) = R0C cos θ. (26)

Отметим, что константа C требует своего определения и при пластическом течении.
Так как напряжения в пластической зоне являются функциями радиуса, то грани-

цы пластических течений распространяются в радиальном направлении и их положе-
ние не зависит от угловой координаты. Следовательно, представления перемещений
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в виде (26) обеспечивают их непрерывность при определенном выборе констант ин-
тегрирования, входящих в функцию F ∗(r). Уравнение для поиска данной функции
найдем из условия пластической несжимаемости

prr + pθθ + pφφ = 0 (27)

Выразив упругие деформации через напряжения (25), и просуммировав полученный
результат с использованием условия (27), получим:

C + F ∗,r +
F ∗

r
+

2

(3λ+ 2µ)

(
3

∫ r

r1

k(ρ)

ρ
dρ+ 2k(r)

)
− 3∆(r) = 0. (28)

Проинтегрировав уравнение (28) найдем:

F ∗(r) =
3

r

∫ r

r1

∆(ρ)ρdρ− 1

(3λ+ 2µ)

(
r

∫ r

r1

k(ρ)

ρ
dρ+

1

r

∫ r

r1

k(ρ)ρdρ

)
+ Cr +

D

r
, (29)

где D – константа интегрирования.
Далее рассмотрим решения в области a < r < b. Согласно ассоциированному закону

пластического течения, выполнение условия (24) приводит к следующим соотношени-
ям для компонент пластических деформаций:

prr + pφφ = 0, pθθ = 0. (30)

Перемещения в данной области представим в виде

u∗∗r (r, θ) = F ∗∗(r) +R0C sin θ, u∗∗θ (r, θ) = R0C cos θ. (31)

Подстановка функций (31) в уравнения равновесия с учетом равенств (24) и (30)
приводит к дифференциальному уравнению:

F ∗∗,rr+
F ∗∗,r
r
−η

2F ∗∗

r2
−ψ∆,r+

µC + k + rk,r
(λ+ µ)r

= 0, η =

√
(λ+ 2µ)

(λ+ µ)
, ψ =

(3λ+ 2µ)

(λ+ µ)
. (32)

Проинтегрировав уравнение (32), получим:

F ∗∗(r) =
ψ

2η

(
(η + 1)

rη

∫ r

r1

∆(ρ)ρηdρ+ (η − 1)rη
∫ r

r1

∆(ρ)

ρη
dρ

)
+ rC−

− 1

2(λ+ µ)

(
1

rη

∫ r

r1

k(ρ)ρηdρ+ rη
∫ r

r1

k(ρ)

ρη
dρ

)
+Mrη +

N

rη
,

(33)

где M , N — константы интегрирования.
Из условия пластичности (24) с учетом функции (33) следует решение для ради-

альной пластической деформации:

p∗∗rr =
1

2

(
F ∗∗,r − C −

k

µ

)
. (34)
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Рис. 2. Температурные напряжения при развитии пластического течения на внутренней по-
верхности, r1r−1

2 = 0.4, ε = 0.1, ar−1
2 = 0.521, br−1

2 = 0.553.

Функции напряжений в области (a < r < b) имеют вид:

σ∗∗rr =
ψ

2η

(
(η − 1)ν1r
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(35)

Система уравнений для поиска констант A, B, C, D, M , N состоит из условий (8),
(19) и условий непрерывности радиальных напряжений и перемещений на границах
a, b. ∫ a

r1

σ∗φφ(ρ)ρdρ+

∫ b

a
σ∗∗φφ(ρ)ρdρ+

∫ r2

b
σφφ(ρ)ρdρ = 0, σrr(r2) = 0,

u∗r(a) = u∗∗r (a), σ∗rr(a) = σ∗∗rr (a), u∗∗r (b) = ur(b), σ∗∗rr (b) = σrr(b).

(36)

Выражения для констант не приводятся в силу их громоздкости.
Вычисление границ пластического течения с учетом известных констант интегри-

рования осуществляется при помощи численного решения системы уравнений, зада-
ющих непрерывность окружных напряжений на границах [24, 25]:

σ∗θθ(a) = σ∗∗θθ(a), σ∗∗θθ(b) = σθθ(b). (37)
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На рис. 2 представлен пример распределения напряжений в случае развития пласти-
ческого течения на внутренней поверхности тора.

Отметим, что по мере увеличения температуры внутренней поверхности Tk на
внешней поверхности так же возможно появление и развитие второй зоны пласти-
ческого течения. Общие решения в данной зоне совпадают с полученными ранее с
точностью до противоположного знака перед функцией предела текучести.
5. Заключение
Решения для напряжений и перемещений, полученные в условиях термоупругого

равновесия сравнивались с численными результатами для различных значений па-
раметра ε. Было установлено, что при значениях ε < 0.1 максимальное отклонение
аналитических решений для напряжений составляет меее 4% от численных расче-
тов. При этом решения для перемещений отличаются менее чем на 1% от числен-
ных аналогов. Таким образом, можно сделать вывод о том, полученные аналити-
ческие зависимости с высокой степенью точности можно использовать для расчета
напряженно-деформированного состояния термоупругого материала при конечных
значениях параметра ε. Очевидно, что данные решения являются полезными при
моделировании процесса пластического течения, так как позволяют получать наи-
более простым способом распределения напряжений и перемещений в зонах течения
и обеспечивают непрерывность исследуемых функций на упругопластических грани-
цах. Дальнейшее исследование напряженно-деформированного состояния в условиях
тороидальной симметрии связано с построением приближенных решений, учитываю-
щих нестационарность температурного градиента и возможность возникновения по-
вторного пластического течения при разгрузке.
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Abstract. The present paper is devoted to problem of thermoelastoplastic deformation of hollow
torus. The requisite equation of the temperature stresses theory are furnished in toroidal coordinate
frame. The residual stresses in a hollow elastoplastic torus subject to non-uniform radial heating
are calculated and graphically analyzed. The aproximate analytical solution of the noted problem
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