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Аннотация. Рассматривается новый метод решения уравнения изогнутой оси балки с пе-
ременным сечением с помощью рядов Фурье. Вводится специальное скалярное произведение
учитывающе дифференциальное уравнение и граничные условия, что позволяет получить ре-
шение в виде ряда Фурье. Полученный ряд обладает хорошей сходимостью и ее сохранением
после дифференцирования.
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Введение. Уравнение изогнутой оси балки с переменным сечением [1, c. 293] ши-
роко применяется на практике и имеет множество методов решения. Классический
аналитический метод [2, c. 139] сводит уравнение к системе дифференциальных урав-
нений первого порядка, которая часто не может быть явно решена. Среди численных
методов решения можно выделить метод конечных разностей, метод Рунге-Кутты и
им подобные [3, с. 237]. Они позволяют найти приближенное решение, но имеют огра-
ничения по устойчивости и точности решения. В настоящий статье будет описан новый
метод решения основанный на рядах Фурье по ортогональным полиномам, но со спе-
циальным условием ортогональности включающим дифференциальный оператор и
граничные условия. Подобные скалярные произведения содержащие дополнительные
слагаемые рассматривались раннее [4-6], но отсутствие дифференциального операто-
ра в них не позволяло раскрыть физическую природу этих слагаемых и использовать
для решения прикладных задач.
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Постановка задачи. Рассмотрим уравнение изогнутой оси балки с переменным
сечением с корректными граничными условиями записанными в общем виде:

d2

dx2

(
EI(x)

d2u

dx2

)
= q(x) (1){

L1u|x=0 = f1

L2u|x=0 = f2
(2){

L3u|x=l = f3

L4u|x=l = f4
(3)

где u(x) - функция прогиба, l - длина балки, EI(x) - изгибная жесткость балки, q(x)
- распределенная внешняя нагрузка, fi ∈ R(i = 1, 2, 3, 4). Предполагается, что EI(x)

- положительная непрерывная функция, а q(x) - непрерывная функция. {Li}4x=1 - ли-
нейные дифференциальные операторы с переменными коэффициентами не выше 3-го
порядка, т.е. Li =

∑3
j=0 aij(x) dj

dxj
, и предполагается, что старший ненулевой коэффи-

циент равен 1.
Перепишем уравнение (1) в виде

Lu =
d4u

dx4
+ 2

EI ′(x)

EI(x)

d3u

dx3
+
EI ′′(x)

EI(x)

d2u

dx2
=

q(x)

EI(x)
(4)

Основной результат. Основная идея решения заключается том, что функции u(x)
для всевозможных q(x) порождают линейное пространство S (следует из линейности
уравнения (4) и граничных условий (2),(3)). Следовательно, мы можем определить
скалярное произведение в пространстве S в следующем виде

〈f, g〉 =

∫ 1

−1
Lf · Lgdx+ f(0)g(0) + f ′(0)g′(0) + f ′′(0)g′′(0) + f ′′′(0)g′′′(0) (5)

Введем систему полиномов {qi(x)}∞i=0 ортонормированную в (5), то есть 〈qi, qj〉 = δij ,
где δij - символ Кронекера. Такую систему можно построить применив процесс ор-
тогонализации Гильберта-Шмидта[7, с. 140] к системе степенных функций

{
xi
}∞
i=0

.
Предполагается, что система {qi(x)}∞i=0 полна в пространстве S, а значит любой эле-
мент пространства S может быть представлен в виде ряда Фурье по данной системе.

Далее, рассмотрим задачу Коши для уравнения (4),где начальные условия
u(0) = A

u′(0) = B

u′′(0) = C

u′′′(0) = D

(6)

где A,B,C,D - произвольные числа.
Тогда решение задачи Коши принадлежит пространству S и может быть представ-

лено в виде

u(x) =

∞∑
i=0

ciqi(x), (7)

где

ci = 〈u, qi〉 =

∫ 1

−1
Lu · Lqidt+ u(0)qi(0) + u′(0)q′i(0) + u′′(0)q′′i (0) + u′′′(0)q′′′i (0). (8)
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Подставляя (4) и (6) в (8) получим

ci = 〈u, qi〉 =

∫ 1

−1
q(t) · Lqidt+Aqi(0) +Bq′i(0) + Cq′′i (0) +Dq′′′i (0). (9)

Подставим (9) в (7) и введем обозначения D(n,m)(t, x) =
∞∑
i=0
q(n)(t)q(m)(x) - ядро Дири-

хле, u0(x) =
∫ 1
−1 q(t) · LD(0,0)(t, x)dt, получим

u(x) = u0(x) +A ·D(0,0)(0, x) +B ·D(1,0)(0, x)+

+ C ·D(2,0)(0, x) +D ·D(3,0)(0, x). (10)

Так как A,B,C,D - произвольные числа, можно их подобрать так, чтобы u(x)
удовлетворяла граничным условиям (2) и (3), тем самым решив краевую задачу (1)-
(3). Для этого достаточно подставить (10) в граничные условия и решить полученную
систему алгебраических уравнений:

A LiD
(0,0)(0, x)

∣∣∣
x=0

+B LiD
(1,0)(0, x)

∣∣∣
x=0

+ C LiD
(2,0)(0, x)

∣∣∣
x=0

+

+D LiD
(3,0)(0, x)

∣∣∣
x=0

= fi − Liu0|x=0 , (i = 1, 2)

A LiD
(0,0)(0, x)

∣∣∣
x=l

+B LiD
(1,0)(0, x)

∣∣∣
x=l

+ C LiD
(2,0)(0, x)

∣∣∣
x=l

+

+D LiD
(3,0)(0, x)

∣∣∣
x=l

= fi − Liu0|x=l , (i = 3, 4)

(11)

Пример. Пусть l = 4, EI = 1 + x3, q(x) = sin(πx). На конце x = 0 - жесткое
закрепление, а на x = 2 - свободный конец, т.е.

u(0) = 0

u′(0) = 0

M(l) = EI(l)u′′(l) = 0

Q(l) = EI(l)u′′(l) + EI(l)u′′′(l) = 0

Уравнение (4) примет вид

Lu =
d4u

dx4
+

6x2

1 + x3

d3u

dx3
+

6x

1 + x3

d2u

dx2
=

sin(πx)

1 + x3

Находим {qi(x)}∞i=0, как было указано ранее в статье. Для данного примера были
вычислены 16 элементов, приведем первые пять из них:

q0 = 1

q1 = x

q2 = 0.146385x2

q3 = 0.0481677x3 − 0.257959x2

q4 = 0.0195747x4 − 0.1040009x3 + 0.10598x2
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Так как граничные условия для x = 0 совпадают с (11), то A = 0 и B = 0. Подстав-
ляем {qi(x)}16

i=0 в последние уравнения из (11), получим систему{
0.999996 · C + 1.999986 ·D = −0.636618

−1.119541 · 10−6C + 0.999994 ∗D = 1.191711 · 10−6

В итоге имеем C = −0.636621 и D = 4.7899 · 10−7.
На следующих графиках представлены u(x), M(x) = EI(x)u′′(x), Q(x) =

(EI(x)u′′(x))′ и EI(x)Lu(x).

Рис. 1. Функция u(x)

Рис. 2. Функция M(x)
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Рис. 3. Функция Q(x)

Рис. 4. Функция EI(x)Lu(x)

Дискуссия и выводы. Для решения краевой задачи (2)-(4) нами было введено
скалярное произведение (5). Отметим ключевые отличия его от классического ска-
лярного произведения пространства L2[a, b][8, c. 382] применяемого для классических
рядов Фурье (тригонометрические, по полиномам Лежандра), а также связь с реше-
нием соответствующего дифференциального уравнения.

Во-первых оно включает линейный дифференциальный оператор L, что отражает
необходимость сходимости ряда не только для u(x), но и производных до 4-го порядка
включительно. Строгое математическое доказательство этого утверждения является
вопросом функционального анализа и будет рассмотрено в будущих статьях.
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Во-вторых четыре последних слагаемых в (5) характеризуют граничные условия.
Не сложно заметить, что из формулы (10), следует что

{
D(i,0)(0, x)

}3

i=0
- решения

однородного уравнения Lu = 0, когда соответствующее условие из (6) равно 1, а
остальные ноль. Т.е. их линейная комбинация - общее решение однородного уравнения
Lu = 0, что отражено в формуле (10).

В-третьих в формуле (10) u0(x) =
∫ 1
−1 q(t) ·LD(0,0)(t, x)dt отражает частное решение

краевой задачи (2)-(4). Отметим, что, если принять A = B = C = D = 0, то u(x) =∫ 1
−1 q(t) · LD(0,0)(t, x)dt, и следовательно LD(0,0)(t, x) может быть связана с функцией
Грина задачей Коши для уравнения (4), это требует дальнейших исследований.

При составлении скалярного произведения (5) была поставлена задачи Коши для
уравнения (4), но это является необязательным. Можно сразу ввести скалярное про-
изведение удовлетворяющее условиям (2)-(3) в виде

〈f, g〉 =

∫ 1

−1
Lf · Lgdx+ L1f |x=0 L1g|x=0 + L2f |x=0 L2g|x=0 + L3f |x=l L3g|x=l +

+ L4f |x=l L4g|x=l (12)

И найдя соответствующую ортонормированную систему полиномов {qi(x)}∞i=0, мож-
но сразу найти ответ для u(x)

u(x) = u0(x) + f1 · L1D
(0,0)(t, x)

∣∣∣
t=0

+ f2 · L2D
(0,0)(t, x)

∣∣∣
t=0

+

+ f3 · L3D
(0,0)(t, x)

∣∣∣
t=l

+ f4 · L4D
(0,0)(t, x)

∣∣∣
t=l

. (13)

Но такое решение хоть и проще, но обладает важным недостатком для практическо-
го применения. Большая часть времени при расчете уходит на нахождение системы
{qi(x)}∞i=0 с помощью ортогонализации Грама-Шмидта. Если q(x) является кусочно-
непрерывной функцией или имеются сосредоточенные нагрузки, придется разбить
балку на участки и на каждом из них будут свои граничные условия и условия со-
пряжения. Понадобится вычислять отдельно ортонормированную систему на каждом
участке, что является очень времязатратным.

Дальнейшим развитием представленного метода является решение систем линей-
ных дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами (чистый изгиб
композитной балки с переменным сечением) и уравнения в частных производных с
переменными коэффициентами (колебания балки с переменным сечением).
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THE GENERAL SOLUTION FOR THE EULER–BERNOULLI EQUATION OF
BEAM WITH VARIABLE CROSS-SECTION USING FOURIER SERIES

National Research Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, Russia

Abstract. A new method for solving of the Euler–Bernoulli equation of beam with variable cross-
section using Fourier series is considered. A special scalar product is introduced taking into account
the differential equation and boundary conditions, which allows to obtain a solution in the form of
a Fourier series. The resulting series has good convergence and its retaining after differentiation.
Keywords: pure bending, beam with variable cross-section, Fourier series, orthogonal polynomials,
linear differential operator.
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