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Аннотация. Предлагается конечно-разностный метод решения двухфазных задач типа Сте-
фана с одновременно существующими и изменяющимися несколькими границами раздела
фаз. Суть метода состоит в ведении в уравнение теплопроводности дополнительной функции
— источника тепла, которая определяет положение фронта фазового перехода и численно
находится на каждом временном слое. Приведены результаты расчетов по предложенному
методу задач с импульсным источником и двумерной задачи с неоднородными краевыми
условиями. Проведено сравнение с результатами классической задачи Стефана и квазиста-
ционарным решением Лейбензона при решении задачи о промерзании трубы.
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Введение
Актуальность поиска наиболее простых и эффективных алгоритмов кинетики фа-

зовых границ связанных с фазовыми переходами первого рода в классификации Эрен-
феста, обусловлена не только практическими задачами плавления и кристаллизации
металла, но и проектированием уникальных сооружений, например, мерзлотных пло-
тин, оснований нефтяных платформ и пирсов из льда для эксплуатации в арктических
условиях. Одной из основных особенностей моделирования подобных сооружений яв-
ляется необходимость учета возможности резкого изменения физических свойств тела
плотины, пирса или основания платформы при переходе из мерзлого состояния (льда)
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в талое (вода). В результате одной из задач при формировании модели является опре-
деление границ областей мерзлых и талых рассматриваемого сооружения. При моде-
лировании подобных явлений существуют два основных подхода к решению задач с
границей раздела фаз: сквозной счет и явное выделение границы раздела фаз. Методы
первого направления способны выявить важные особенности термических процессов
при фазовых переходах, однако описание локальных полей температуры и динамики
положения границы фазового перехода при таком подходе невозможно. Численные
методы, второго подхода как правило обладают высокой точностью выделения меж-
фазной границы, но становятся алгоритмически весьма сложными в случае много-
фазных и многомерных задач или для случая циклического изменения температуры
на границе, когда число немонотонно движущихся фронтов может быть несколько,
причем некоторые из них могут сливаться друг с другом или исчезать. Среди наибо-
лее распространенных: метод ловли фронта в узел сетки [1], методы адаптивной сетки
[2], выпрямления фронта [3] и дробных шагов [4]. Метод ловли фронта в узел сетки
имеет два варианта реализации, когда задается временной шаг, а пространственная
сетка подбирается так, чтобы фронт попал в узел и наоборот, когда временной шаг
подбирается так, чтобы фронт попал в узел стационарной пространственной стеки.
Оба варианта ограничены случаем только одного монотонно меняющегося фронта.
При использовании методов адаптивной сетки возникает нетривиальная задача на
каждом временном слое строить «хорошую» сетку, причем для сложных областей за-
дача построения сетки может по сложности превосходить исходную задачу. Методы
выпрямления фронтов основаны на замене пространственной переменной, так что-
бы исходная задача в области с криволинейной границей переходила в уже другую
задачу, определенной в прямоугольной области. Метод тоже имеет ограничение по
числу фронтов. Предлагаемый в настоящей статье численный метод является некото-
рым симбиозом сквозных методов и метода ловли фронта в узел сетки. Метод можно
применять для случая любого количества фронтов, как для одномерных, так и для
многомерных задач
Постановка задачи
Рассмотрим Материальное тело в виде одномерного стержня, двумерной пластины

или трехмерной области сделано из материала, теплофизические свойства которого
задаются следующими параметрами: c+, c− — удельная теплоемкость, ρ+, ρ− — плот-
ность, λ+, λ− — коэффициент теплопроводности соответственно жидкой и твердой
фаз, T ∗, Q∗ — температура и скрытая теплота плавления.

Для простоты изложения зависимость коэффициентов c, ρ, λ от температуры мож-
но не учитывать и ввести коэффициент температуропроводности a = λ/(cρ)

Тело в каждый момент времени может содержать несколько одновременно суще-
ствующих твердых и жидких зон, пересекающихся по поверхностям фазового пе-
рехода S(t) =

{
x|T (x, t) = T ∗

}
. Объединение всех твердых зон обозначим через

Ωl(t) =
{
x|T (x, t) < T ∗

}
, а объединение жидких через Ωs(t) =

{
x|T (x, t) > T ∗

}
. В

процессе теплопередачи может меняться как положение фронтов, так и их количе-
ство: могут рождаться новые, исчезать или сливается в один. Каждый фронт — это
односвязная поверхность, такая что S(t) =

{
x|T (x, t) = T ∗

}
. Если фронтов нет, то

тело находится полностью в твердом или жидком состоянии.
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Функция температуры внутри каждой из фаз описывается уравнением теплопро-
водности

cρ =
∂T

∂t
= λ∆T, x ∈ Ωl(t) ∪ Ωs(t)

В классической постановке на границе фазового перехода задаются два условия.
Первое — условие непрерывности температуры [T ]s = 0 т.е. скачок температуры равен

нулю. Второе — это условие Стефана
[
λ∂T∂n

]
s

= Q∗ ∂ξ∂t , где ξ — скорость движения

фронта и n — вектор нормали к поверхности S.
Построим модель фазового перехода без условия Стефана. Доопределим (сгладим)

коэффициент теплопроводности на границе раздела фаз следующим образом:

λ =


λ+, если T ≤ T ∗ − T ′
λ∗, если T ∗ − T ′ ≤ T ≤ T ∗ + T ′

λ−, если T ≥ T ∗ + T ′

Рассмотрим некоторый малый объем тела ∆V Пусть в момент времени t∗ он достиг
температуры плавления, тогда уравнение баланса энергии с учетом закона Фурье за
малое время ∆t = t − t∗, такое, что этот объем не изменил агрегатного состояния,
можно записать в виде ∫

∂V

λ
∂T

∂n
ds∆t =

∫
V

∆QdV,

Здесь ∆Q — приращение тепла за время ∆t. Этот объем сменит состояние, если
∆Q = ρQ∗.

Воспользовавшись непрерывностью коэффициента теплопроводности и теоремой
Остроградского-Гаусса, разделяя обе части на ∆t и переходя к пределу ∆t → 0, по-
лучим

div(λgradT ) =

{
cρ∂T∂t , T 6= T ∗ или Q = ρ−Q∗ или Q = −ρ+Q∗

∂Q
∂t , T = T ∗ и Q < ρ−Q∗ и Q > −ρ+Q∗

(1)

Введем две функции, позволяющие учесть непрерывное накопление (выделение)
энергии, затрачиваемой на фазовый переход (или выделяемой при фазовом переходе)
в уравнении теплопроводности (1) следующим образом:

γ(x, t) =

{
1, T = T ∗

0, T 6= T ∗
, Q(x, t) =

{
Q̄, для γ(x, t) = 1

0, для γ(x, t) = 0
(2)

Здесь Q̄ — ограниченная функция, характеризующая удельное (отнесенное к едини-
це объема) тепло, затраченное на фазовый переход, которая определяется в процессе
решения.

Используя формулы (2), уравнение (1) может быть переписано в виде

cρ(1− γ(x, t))
∂T

∂t
= λ∆T − γ(x, t)

∂Q

∂t
. (3)

На внешней границе всего тела заданы условия теплообмена по закону ньютона
(краевые условия 3-го рода):

λ
∂T

∂~n
− χ

(
T − Te(t)

)∣∣∣∣
Γ

= 0, (4)
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где χ — коэффициент теплоотдачи, Te — функция температуры окружающей среды,
n — вектор нормали к внешней поверхности.

В начальный момент времени t = 0 задано некоторое распределение температуры
T |t=0 = T0(x). Математическая модель, содержащая уравнение (1) и краевые условия,
является замкнутой.
Разностная схема
Изложение предлагаемого численного метода ведется на примере одномерной за-

дачи в декартовых координатах. Для многомерного случая задача отличается только
за счет температурной части, так как в уравнении (1) введенная функция q диф-
ференцируется только по времени, в криволинейных координатах изменяется только
выражение лапласиана.

В одномерном случае не ограничивая общности можно считать, что решение ищет-
ся в области D =

{
(x, t)|0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0

}
. Построим пространственно-временную

сетку ω = ωx × ωt равномерную по координате с шагами ∆x: ωx =
{
xi+1 = xi +

∆x, i = 0 . . . N−1
}
и неравномерную по времени ωt =

{
tj+1 = tj+∆t,j , j = 0, 1, 2, . . .

}
с переменным шагом ∆t,j

Шаг по времени будем выбирать следующим образом. Если в теле фазовых пере-
ходов нет, то задача теплопроводности решается с фиксированным начальным шагом
∆t. Фазовый переход в теле появляется, как только температура в какой-то точке
станет равна T ∗. Соответственно на следующем временном шаге температура в этой
точке известна, и ищется в этом узле только функция Q(x, t). Если найденное зна-
чение попало в интервал (ρ+Q∗, ρ−Q∗), то шаг ∆t приемлем. Если же Q не попало
в указанный интервал, то шаг необходимо уменьшить, например вдвое, и пересчи-
тать временной слой. Фазовый переход произойдет в точке, если выполнится одно из
условий: Q = −ρ+Q∗ или Q = ρ−Q∗. В первом случае произойдет плавление, во вто-
ром затвердевание. Зададим точность попадания в концы интервала. Таким образом,
определим шаг ∆t,j

∆t,j =

{
∆t, если T ji < T ∗ − ε или T ji > T ∗ + ε,
∆t
2s , если −ρ+Q∗ + ε ≤ Qji ≤ ρ−Q∗k − ε,

где s — номер иттерации на j – ом временном слое.
Рассмотрим аппроксимацию уравнений (3)-(5) и краевых условий (6). Из начальных

условий известно решение на нулевом временном слое T 0
i = T0(xi).

Каждому внутреннему узлу в теле на j – ом временном слое ставится в соответствие
разностное уравнение:

cρ(1− γji )
T ji − T

j−1
i

∆t,j
= λ

T ji−1 − 2T ji + T ji+1

∆2
x

− γji
Qji −Q

j−1
i

∆t,j
, i = 1, . . . N − 1 (5)

В граничных узлах задаются уравнения

λ
T j1 − T0∗

∆x
− χ0(T j0 − T je ) = 0, λ

T jN − T
j
N−1

∆x
− χN (T jN − T je ) = 0 (6)

Положение границы фазового перехода можно отследить по сеточной функции ,
которая определяется как

γji =

{
1, если −ρ+Q∗ + ε < Qj−1

i < ρ−Q∗ − ε и T ∗ − ε < T j−1
i < T ∗ + ε

0, в остальных случаях
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Если γji = 1, то в данной точке в данный момент времени находится граница фазо-
вого перехода. Если γji = 0, то уравнение (1) в данной точке превращается в обыкно-
венное уравнение теплопроводности. Сеточные функции Qji и T

j
i в зависимости от γji

равны

T ji =

{
T ji , если γji = 0,

T j−1
i , если γji = 1,

Qji =

{
0, если γji = 0,

Qji , если γji = 1

Систему уравнений (4),(5) запишем в матричном виде AjT j = Bj , где T j =

(T j0 , . . . , T
j
N )T — вектор значений температуры на j – ом временном слое. Матрица

системы Aj = (aml) является трехдиагональной. Ее элементы и элементы вектора
свободных членов определяются следующим образом:

при m = 1 (xj0 — начальная точка):

a11 = − λ

∆x
− χ0, a12 =

λ

∆x
(1− γj2), b1 = −χ0T0(tj)−

λ

∆x
γj2,

при 1 < m < N (xjm — внутренняя точка):

amm−1 =
λ

∆2
x

(1− γjm−1), amm+1 =
λ

∆2
x

(1− γjm+1)

amm =

(
2λ

∆2
x

+
cρ

∆t,j

)
(γjm − 1)− γjm

∆t,j

bm = cρ(γjm − 1)T j−1
m − γjm

Qj−1
m

∆t,j
− λ

∆2
x

(1− γjm+1)T j−1
m+1 −

λ

∆2
x

(1− γjm−1)T j−1
m−1

при m = N (xjN — конечная точка):

aNN−1 = − λ

∆x
(γjN−1 − 1), aNN =

λ

∆x
− χ0, bN = −χNTN (tj) +

λ

∆x
γjN−1.

Все остальные элементы матрицы равны нулю. Система может быть эффективно
решена методом прогонки.
Примеры численного моделирования
Во всех рассмотренных примерах N = 100 . Рассмотрим две одномерных задачи,

имеющие аналитическое решение.
Классическая задача Стефана.
Задача о промерзании в области x ≥ 0 ставится следующим образом. Необходимо

найти распределение температуры T (x, t) и закон движения фронта фазового перехо-
да ξ = ξ(t) , если в начальный момент все полупространство занято водой, имеющей
нулевую температуру T (x, 0) = 0 , а в последующие моменты времени на границе
задана постоянная отрицательная температура: T (0, t) = T0 . Задача имеет аналити-
ческое решение известное как автомодельное решение Стефана [6].

При численном моделировании были заданы следующие граничные условия:
T (0, t) = −5°C, T (1, t) = 0°C Параметры материала : a = λ

cρ : a
+ = 0.136m

2

s ,

a− = 0.988m
2

s , Q = 332400 J
kg . Задача является однофазной, поскольку температура

в одной фазе постоянна и равна начальной температуре (рис. 1). Графики положе-
ния фронта во времени на рис. 1а соответствуют: ξs(t) — автомодельному решению
Стефана, ξn(t) — численному решению. Максимальная относительная погрешность
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на данной сетке не превышает 4%, на сетке N = 200 не превосходит 2.1 %. Заметим,
что метод демонстрирует хорошую сходимость к автомодельному решению.

а) б)

Рис. 1. Сравнение численного решения с а) автомодельным решением б) решением Лейбензона

Задача о промерзании цилиндрической трубы.
Имеется неограниченный по высоте цилиндр радиуса R , заполненный водой при

температуре T (r, 0) = 0°C, 0 ≤ r ≤ R . Начиная с некоторого момента времени t = 0 на
поверхности цилиндра поддерживается постоянная температура T (R, t) = T0, t > 0.
. Фронт промерзания начинает двигаться от поверхности к оси цилиндра, и через
некоторое время вся жидкость в трубе замерзает. Задача имеет полуаналитическое
решение квазистационарным методом Лейбензона [2]. Краевые условия при модели-
ровании приняты следующие: T0 = −5°C, ∂T

∂x

∣∣
x

= 0 материал — вода, R = 0.1м .
Графики движения фронта по времени на рис. 1б соответствуют: ξL(t) — реше-

нию Лейбензона, ξn(t) — численному решению. На начальном этапе, пока распреде-
ление температуры в замершей части можно описывать стационарными решениями,
кривые практически не отличаются. В дальнейшем наблюдается отклонение, которое
можно обьяснить погрешностью метода Лейбензона. Время полного затвердевания
t = 2.98 (ч).

Пример задачи с импульсным источником.
На правый конец стержня длины l импульсом подается тепловой поток высокой

интенсивности q = − 2·108

σ
√

2π
e
−(t−a)2

2σ2 второй же конец стержня теплоизолирован . На-

чальная температура равна T (x, 0) = 20°C. Параметры материала a+ = 0.136m
2

s ,
a− = 0.988m

2

s , Q∗ = 332400 J
kg , T

∗ = 660° соответствуют алюминию l = 0.1м . Подоб-
ные задачи возникают, например при моделировании сварочных процессов.

На рис. 2а показано изменение температуры в различных точках стержня с тече-
нием времени. График зависимости положения фронта от времени изображен на рис.
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а) б)

Рис. 2. Временной профиль температуры в некоторых точках стержня и положение фронта.

2б. Максимальная толщина проплавления составляет ξmax = 0.029 и соответству-
ет времени t = 8.63(ч). После этого времени стержень начинает кристаллизоваться.
Причем в виду того, что разница температур на концах стержня значительна, второй
фронт не образуется. Ко времени t = 41.83(ч) стержень вернулся в полностью твердое
состояние.

Граничные условия T (0, t) = 10 sin

(
πt

21600

)
, T (0.1, t) = −10 sin

(
πt

21600

)
. Начальная

температура T (x, 0) = 10°C Материал — вода.
На рис.3 представлены результаты моделирования. На рис. 3а приведен характер

распределения температуры по времени на левом конце x = 0 и в середине стержня
x = 0.5. Заметно, что изменение температуры в середине стержня имеет периодиче-
ский характер при t > 15.

На рис. 3б приведено положение фронта фазового перехода во времени. Видно,
что сначала материал слева начинает плавиться, затем возникают оба фронта, т.е.
периодические граничные условия определяют и периодическую динамику движения
фронта.

Пример двумерной задачи.
Рассматривается задача о плавлении квадратного алюминиевого бруса со стороной

h = 1 бесконечной длины и начальной температурой Q̂0 = 20°. Условия на боковых
поверхностях заданы в виде[
λ
∂T (x, y, t)

∂x
+ χ1(T (x, y, t)− Q̂e)

]∣∣∣∣
x=0

= 0

[
λ
∂T (x, y, t)

∂y
+ χ2(T (x, y, t)− Q̂e)

]∣∣∣∣
y=0

= 0

[
λ
∂T (x, y, t)

∂x
+ χ3(T (x, y, t)− Q̂e)

]∣∣∣∣
x=h

= 0

[
λ
∂T (x, y, t)

∂y
+ χ4(T (x, y, t)− Q̂e)

]∣∣∣∣
y=h

= 0
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а) б)

Рис. 3. Временной профиль температуры и положение фронта.

где Q̂e = 2200°C, а коэффициенты теплоотдачи соответствуют вариантам a) χ1 =
300 W

m2°C , χ2 = 400 W
m2°C , χ3 = 100 W

m2°C , χ4 = 200 W
m2°C b) χ1 = 0 W

m2°C , χ2 = 0 W
m2°C , χ3 =

200 W
m2°C , χ4 = 400 W

m2°C
На рис. 4 представлены результаты расчета, кривые линии представляют собой

фронт фазового перехода в различные моменты времени
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Рис. 4. Динамика фронта фазового перехода во времени.

Заключение
В настоящей работе предложен численный метод решения одно- и многомерных

задач типа Стефана с несколькими границами раздела фаз. Метод позволяет решать
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задачи с заранее неизвестным количеством фронтов, для областей произвольной гео-
метрии, сложными граничными условиями. Результаты расчетов приведенных задач
демонстрируют простоту расчетов и адекватность результатов. Практическое приме-
нение метода можно связать с различными технологическими задачами в материало-
ведении, например, при получении слоистых композиционных материалов методами
температурной обработки и прогнозировании поведения грунтов в гидротехнических
сооружениях при сезонных колебаниях температуры.
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K. N. Pestov, O. N. Lyubimova, M. V. Ostanin

THE METHOD OF SOLVING PROBLEMS TYPE OF STEFAN WITH PHASE
TRANSITIONS OF THE FIRST KIND

Far Eastern Federal University, Vladivostok, Russia

Abstract. The finite-difference method of solving the two-phase Stefan-type problems with several
simultaneously existing and variable phase interfaces is proposed. The principle of method consists
in entering into the heat conduction equation the additional function – heat source which identifies
the position of the phase transition front and is numerically determined on every temporal layer.
The calculation results based on the proposed method for problems with pulsed source and two-
dimensional problem with the inhomogeneous boundary conditions are presented. The results were
compared with those of the classical Stefan type problem and quasi-stationary Laybenson solution
for the problem of the pipe freezing.
Keywords: first-order phase transition, Stefan problem, difference scheme, numerical methods,
phase interface.
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