
Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2019. №3 (41). С. 66–75

А.В.Ткачева, С. Г.Жилин, Е. Е.Абашкин,О.Н. Комаров

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ В ЗОНЕ
ТЕРМИЧЕСКОГО ВЛИЯНИЯ НЕРАЗЪЕМНОГО СОЕДИНЕНИЯ

СТАЛЬНЫХ ПРОТЯЖЕННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН, г. Комсомольск-на-Амуре, Россия

Аннотация. Представлена усовершенствованная математическая модель расчета остаточ-
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в решении задачи теплопроводности и механической задачи, предполагающем, что матери-
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при моделировании процесса деформирования в зоне термического влияния рассматривает-
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нечно большой, а ширину одинаковой. Работоспособность расчетной математической модели
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1. Введение.
Важным критерием оценки качества металлоконструкций является их эксплуата-

ционная прочность. Высокие механические характеристики неразъемных соединений
металлоконструкций, в значительной степени определяемые остаточными напряже-
ниями, формируются, как правило, в процессе локального оплавления и последую-
щего охлаждения зоны стыка соединяемых элементов в результате сварки. Наиболее
распространенным способом получения неразъемных соединений является процесс
автоматической сварки под слоем флюса, обеспечивающий равномерное протекание
теплофизических явлений в сварочной ванне и ее защиту от взаимодействия с окру-
жающей средой. Неразъемное соединение в таком процессе получают при помощи
непрерывного электрода, выполненного в виде проволоки. На формирование матери-
ала стыковой зоны оказывает влияние ряд факторов: режимы теплового воздействия
(тепловая мощность и скорость перемещения электрода), материалы проволоки (по-
рошковой и сплошного сечения), флюса и т.д. Сложность в прогнозировании каче-
ственных характеристик материала зоны термического влияния на всем протяжении
стыка определяет актуальность поиска расчетных вариантов формирования картины
остаточных напряжений такой зоны.

Термомеханику процессов, происходящих при формировании неразъемного соеди-
нения сваркой, рассматривали известные советские и российские ученые: Рыкалин
Н.Н., Болдырев А.М., Алешин П.А.. Попытка объяснить остаточные напряжения и
деформации в зоне сварного шва вылилась в теорию сварочных процессов, которая
описывает со стороны технической направленности – режимы, типы, механизмы свар-
ки [1-3], со стороны исследовательской направленности – температурные поля, фазо-
вые переходы, остаточные деформации и напряжения [4-7]. Эволюция представлений
о процессах теплового воздействия на стыковую зону привела к необходимости счи-
тать материал сборки упругопластическим. Такой подход позволяет количественно
и качественно оценить опытно наблюдаемое явление формирования полей остаточ-
ных напряжений в околошовной зоне, влияние которых на качество сборки преиму-
щественно отрицательное. Область шва, теплоизолированного шлаком, традиционно
появляющимся при сварке имеет повышенные теплоёмкостные и теплоизолирующие
свойства, а значит имеет место проявление вязких свойств металла. Таким образом,
наряду с упругими и пластическими свойствами металла математическая модель обя-
зана учитывать и вязкие его свойства.

Построение обобщенной всеобъемлющей физико-механической модели сварочного
процесса опирающейся на техническую и исследовательскую направленность явля-
ется основной задачей инженера исследователя. Многофакторность процессов свар-
ки определяет необходимость опытного подтверждения результатов математического
моделирования. Таким образом, целью исследований является разработка математи-
ческой модели распределения остаточных напряжений в зоне термического влияния
неразъемного соединения стальных протяженных элементов.

Проверка результатов математического моделирования возможна при использова-
нии высокоточного экспериментального оборудования, благодаря которому произве-
дена регистрация остаточных напряжений в зоне сварного шва. Экспериментальные
данные сопоставлены с рассчитанными напряжениями, полученными в ходе ранее
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проводимых численных экспериментов [8-10], построенных на упруго пластической
модели пластины. Натурными испытаниями установлено, что в материале сварного
шва предел текучести повышается с увеличением ударной вязкость, что предопре-
делило появление варианта построения новой математической модели, учитывающей
упрочнение (эффект Баушингера) и вязкость, возникающие при пластическом тече-
нии.

В настоящей работе строится одномерная математическая модель сварки, резуль-
таты которой подтверждают экспериментальные данные о полученных остаточных
напряжениях на поверхности сварной пластины.
2. Основы математической модели.
Рассмотрим в декартовой системе координат x, y, z стальную пластину шириной

S. Длину пластин считаем бесконечно большой, чтобы иметь одномерную задачу теп-
лопроводности. На краю пластины происходит быстрый разогрев со скоростью b так,
что

T |x=0 = bt (1)

где T – абсолютная температура, t – время. На другой границе считаем отток тепла
из-за незначительности граничной кромки пренебрежительно малым

T,x|x=S = 0 (2)

Здесь индексом после запятой обозначена производная по данной пространственной
переменной. Условие (2) означают отсутствие теплового потока через границу x = S.
Уравнение теплопроводности запишем в виде

T,t = aT,xx − ψ
(

1− ψ∗ψ−1e−γx
2
)

(T − T0) (3)

В (3) a – коэффициент температуропроводности. Последнее слагаемое в (3) задает
отток тепла в окружающую среду. Постоянные ψ, ψ∗ и γ задают интенсивность по-
тери тепла в точке с координатой x, T0 – комнатная температура. Выбор функции
оттока тепла в (3) связан с теплоизоляционными способностями флюса. Постоянные
позволяют приблизить теплоизоляционные свойства к полученным в ходе натурно-
го эксперимента. Краевая задача для уравнения теплопроводности (3) с граничными
условиями (1) и (2) далее решается численно. Проведение расчетов по конечно – раз-
ностному аналогу данной задачи не вызывает затруднений. В качестве начального
условия краевой задачи принимаем T (x, 0) = T0, где T0 – комнатная температура.

Предполагаем деформации малыми, складываемыми из обратимых eeij и необрати-
мых epij деформаций

eij = eeij + epij =
1

2
(ui,j + uj,i) (4)

ui – компоненты вектора перемещений (i = 1, 2, 3); В начальный момент времени
полагаем, что необратимых деформаций в пластине нет. Зависимость деформации
eeij , напряжения σij и температуры T запишем законом Дюамеля–Неймана.

σij = (λeekk − 3αK (T − T0)) δij + 2µeeij (5)

где α – коэффициент линейного расширения, λ, µ, K = λ+ 2
3µ –упругие модули, δij –

компоненты единичного тензора, составленного из символов Кронекера.



РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ ... 69

Необратимые деформации начнут расти, когда напряженное состояние достигнет
поверхности нагружения (условия пластического течения).

εpij =
depij
dt

= ζ
∂f (σij)

∂σij
ζ > 0 (6)

где f (σij) = 0 – поверхность нагружения в пространстве напряжений. В качестве
поверхности нагружения положим

f (σij) = max
∣∣∣σi − ηεpij − cepij − σ∣∣∣− 4

3k; σ = 1
3σjj ; ζ > 0 (7)

k – предел текучести, η – коэффициент вязкости и c – коэффициент упрочнения. Вы-
бор (7) объясняется тем, что, как показано в [9, 10], при выборе в качестве условия
пластического течения максимальных касательных напряжений (критерий Треска–
Сен-Венана) краевая задача, подобная той, что будет рассмотрена, может быть некор-
ректной.

Замыкает описанную систему уравнение равновесия

σij,j = 0. (8)

Поскольку процесс получения неразъемного соединения сваркой сопровождается
высокой температурой в зоне локального теплового воздействия, то зависимостями
упругих модулей, предела текучести, коэффициента вязкости от температуры прене-
брегать нельзя [11-13]. Поэтому положим, что

k (T ) = k0 (τ)2 ;
η (T ) = η0 (1− τ)

E (T ) = Ep − (Ep − E0) τ ;
v (T ) = 0.5− (0.5− v0) τ ;

λ = Ev
(1+v)(1−2v) ; µ = E

2(1+v) ; τ =
Tp−T
Tp−T0

(9)

В (6) E, v – модуль Юнга и коэффициент Пуассона соответственно, Ep – значе-
ния модуля Юнга при температуре плавления Tp. Если бы в материале свариваемых
пластин не происходили структурные изменения, то зависимости (9) были бы спра-
ведливы как при активном процессе нагревания, так и при остывании и разгрузке. С
целью учета возможных фазовых превращений будем считать, что упругие модули E
и v при остывании не меняются. Через k0 в (9) обозначим предел текучести материала
при комнатной температуре T0, η0 – коэффициент вязкости при T0.

Для конкретного случая σz = 0 и ey = 0 уравнения (5) примут вид

σE = (4µ (λ+ µ)ux,x − 6Kµα (T − T0)) (λ+ 2µ)−1 ,

σy = (2µλux,x − 6Kµα (T − T0)) (λ+ 2µ)−1 ,
(10)

Из единственного нетривиального уравнения равновесия σx,x = 0 и (8), следует

ux =
3

2

∫ x

0
α (T (ρ)− T0)K (ρ) γ1 (ρ) dρ+

C1

4

∫ x

0
γ1 (ρ) γ2 (ρ)µ (ρ)−1 dρ+ C2 (11)

γ1 (ρ) = (λ (ρ) + µ (ρ))−1 ; γ2 (ρ) = (λ (ρ) + 2µ (ρ)) ,

σx = C1;σy =

(
λ

2
C1 − 3αµK (T − T0)

)
(λ+ µ)−1 ;
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σz = 0;C1 = −6
∫ s

0 α (T (ρ)− T0)K (ρ) γ1 (ρ) dρ∫ s
0 µ (ρ)−1 γ1 (ρ) γ2 (ρ) dρ

;C2 = 0

в которых постоянные интегрирования C1 и C2 являются функциями температуры
и, следовательно, времени. Называя C1 и C2 постоянными интегрирования, подразу-
меваем только, что они не зависят от пространственной координаты. Для их опре-
деления в каждый момент времени следует воспользоваться рассмотренными выше
граничными условиями (ux|x=0 = 0; ux|x=s = 0). При нагревании напряжения растут
по абсолютной величине и в итоге могут достичь одной из поверхностей нагружения.
3. Пластическое течение.
С ростом температуры пластины на линии x = 0 выполнится условие

(σx − cepx − ηεpx) + (σz − cepz − ηεpz) − 2 (σy − cepy − ηεpy) = 4k; здесь зарождается пла-
стическое течение. Следствие из закона Дюамеля-Неймана (10) следует переписать

σx = (4µ (λ+ µ) (ux,x − epx) + 2µλ (−epy)− 6Kµα (T − T0)) (λ+ 2µ)−1 ,

σy = (2µλ (ux,x − epx) + 4µ (λ+ µ) (−epy)− 6Kµα (T − T0)) (λ+ 2µ)−1 ,
(12)

Из ассоциированного закона пластического течения находим
εpx = εpz = ζ, εpy = −2ζ, epx = epz = ζτ + ẽpx, epy = −2ζτ + ẽpy . Слагаемые ζτ явля-
ются приращением необратимой деформации ẽpx, существовавшей или зародившейся
на предыдущем временном шаге, τ = ∆t шаг по времени. Из (12) и уравнения
равновесия σx,x = 0 находим

ux =
∫ x

0 f1 (ρ) dρ+ C1

∫ x
0 f2 (ρ) dρ+ C3; C3 = 0;

σx = C1; σy =
∫ x

0 f3 (ρ) dρ+ C1

∫ x
0 f4 (ρ) dρ;

epx = epz = ζτ + ẽpx; epy = −2ζτ + ẽpy .
(13)

f1 = (1.5K (η + (A+ 2µ) τ)α (T (ρ)− T0) + µηẽpx − 2/3µτk)×
× ((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1 ;

f2 = (4µ)−1 + 0, 25 (η + (A+ 2µ) τ) ((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1 ;

f3 =
(
−3µKα (T (ρ)− T0) (η + cτ) + 6µKηẽpE − 4µKkτ

)
((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1 ;

f4 = (0, 5λη + (Kµ+ 0, 5λc) τ) ((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1 ;
ζ =

(
6−1C1µ+Kµα (T (ρ)− T0)− ẽpx (2µK + (λ+ µ) c)− 2/3 (λ+ µ) k

)
×

× ((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1

Коэффициенты интегрирования C1, C2, C3 находятся из граничных условий, моде-
лирующих равенство перемещений на упругопластической границе и (ux|x=0 = 0;
ux|x=s = 0). Область пластического течения будет расти пока идет процесс нагрева-
ния.
4. Разгрузка.
Отведение источника тепла приводит к образованию разгружающей упругопласти-

ческой границы материала пластины (рис.1). В условиях присутствия накопленных и
со временем неизменяющихся необратимых деформаций px и py соотношения закона
Дюамеля–Неймана вместе с уравнением равновесия позволяют записать решение в
области данного обратимого деформирования в виде

σx = C1, σy = −3Kµαγ1α (T (ρ)− T0) + pyγ1 + 0.5γ1C1

ux = 3
2

∫ x
0 α (T (ρ)− T0)K (ρ) γ1 (ρ) dρ+ C1

4

∫ x
0 γ1 (ρ) γ2 (ρ)µ (ρ)−1 dρ+ C4+

+0.5
∫ x

0 λ (ρ) γ1 (ρ) py (ρ) dρ+
∫ x

0 px (ρ) dρ
(14)

5. Повторное пластическое течение.
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В некоторый последующий момент времени на линии x = 0 выполнится условие
пластичности 2 (σy −Aepy − ηεpy)− (σx −Aepx − ηεpx)− (σz −Aepz − ηεpz) = 4k. Выполне-
ние условия пластичности Ишлинского-Ивлева на границе x = 0 приводит к развитию
новой области пластического течения. Следуя уравнению равновесия σx,x = 0, зависи-
мостям закона Дюамеля–Неймана и ассоциированному закону пластического течения
для напряжений, перемещений и необратимых деформаций получаем:

ux =
∫ x

0 f1 (ρ) dρ+ C1

∫ x
0 f2 (ρ) dρ+ C5

σx = C1; σy =
∫ x

0 f3 (ρ) dρ+ C1

∫ x
0 f4 (ρ) dρ;

epx = epz = ζτ + ẽpx; epy = −2ζτ + ẽpy

(15)

f1 = (1.5K (η + (A+ 2µ) τ)α (T (ρ)− T0) + µηẽpx − 2/3µτk)×
× ((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1 ;

f2 = (4µ)−1 + 0, 25 (η + (A+ 2µ) τ) ((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1 ;

f3 =
(
−3µKα (T (ρ)− T0) (η + cτ) + 6µKηẽpE − 4µKkτ

)
τ ((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1 ;

f4 = (0, 5λη + (Kµ+ 0, 5λA) τ) ((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1 ;
ζ =

(
6−1C1µ+Kµα (T (ρ)− T0)− ẽpx (2µK + (λ+ µ) c)− 2/3 (λ+ µ) k

)
×

× ((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1

6. Остаточные напряжения.
В ходе остывания материала пластины на линии x = 0 образуется разгружающая

упругопластическая граница x = m2 (t), которая, продвигаясь, достигает границы
x = n2 (t). По мере охлаждения пластины температурный градиент перестает суще-
ствовать, происходит разгрузка. Остаточные напряжения и перемещения в материале
закрепленной пластины определяются из соотношений.

σx = C1, σy = 0.5λC1g
−1 − 3Kµ g−1py,

ux = C1

∫ x

0
w (ρ)x (4µ (ρ) g (ρ))−1 dρ+

∫ x

0
px (ρ) dρ+ 0.5

∫ x

0
λ (ρ) g−1 (ρ) py (ρ) dρ,

C1 =

(∫ S

0
px (ρ) dρ+ 0.5

∫ S

0
λ (ρ) g−1 (ρ) py (ρ) dρ

)(∫ S

0
w (ρ)x (4µ (ρ) g (ρ))−1 dρ

)−1

.

g = λ+ µ, w = λ+ 2µ

На рисунке 2 изображено распределение остаточных напряжений в материале
стальной пластины (Ст3). Кривая 1 изображает остаточное напряжение σy (σx =
0.0987k0), где η = 0, c = 0 . Кривая 2 – σy (σx = 0, 0624k0), где η = 0, c = 80 . Кри-
вая 3 – σy (σx = 0, 008k0), где η = 8, c = 0 (η(Паc)). Кривая 4 – σy (σx = 0, 0012k0),
где η = 8, c = 80(Па) .

Точки на поле графика отражают данные, полученные в результате натурного
эксперимента с использованием метода рентгенодифрактометрии. Метод основан на
определении межплоскостного расстояния между кристаллическими решетками с по-
мощью измерения угла отражения луча. Исследование проводилось на анализаторе
остаточных напряжений RIGAKU MSF-3M.

Как видно из рисунка 2 остаточные напряжения, полученные в результате натур-
ного эксперимента, сопоставимы с остаточными напряжениями, полученными в ре-
зультате математического моделирования. Основной проблемой в расчетах является
определение коэффициентов η и c, так как они различны для каждого материала. За-
дача их поиска существенно упрощается ввиду наличия экспериментальных данных.
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Рис. 1. Схема деформирования пластины

Описанная в этой работе математическая модель сварочного процесса, объясняет
повышение значений предела текучести неразъемного соединения, полученного авто-
матической сваркой под флюсом. Упрочнение влияет на предел текучести. Это обсто-
ятельство позволяет сделать вывод, что предел текучести возрастет или уменьшится
в зависимости от знака выражения cpii. Так, экспериментально подтверждено, что
предел текучести увеличился и стал равен k = 1.07k0.

Расчеты последовательными шагами по времени убедительно показали, что во всех
случаях возникает повторное (обратное) пластическое течение, в процессе которого
формируются растягивающие остаточные напряжения и повышается предел текуче-
сти металла околошовной зоны, что и регистрируется последующими инструменталь-
ными измерениями на опытных образцах.

Таким образом, сопоставимость экспериментальных значений с теоретическими
пределами отклонений подтверждает работоспособность расчетной математической
модели. Невозможным представляется упрощение данной модели в предположении,
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Рис. 2. Распределение остаточного напряжения в материале пластины.

что пластическое течение идеально или отток тепла от пластины по ее ширине посто-
янный. Теплоизоляция околошовной зоны, учет вязких свойств металла и его упроч-
нения в процессе необратимого деформирования задают итоговые механические свой-
ства металла околошовной зоны и уровень остаточных напряжений в нем, что соот-
ветствует экспериментально полученным значениям.
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А. V.Tkacheva, S. G. Zhilin, Е. Е. Abashkin,О. N. Komarov

DISTRIBUTION OF RESIDUAL STRESSES IN THE HEAT-AFFECTED ZONE
OF PERMANENT CONNECTION OF STEEL EXTENDED ELEMENTS

Institute of Machine Science and Metallurgy FEB RAS, Komsomolsk-on-Amur, Russia

Abstract. An improved mathematical model is presented for calculating residual stresses in a
material that are formed as a result of thermal effects in automatic welding processes under a
layer of reflux at the junction of extended steel elements. The model contains the parameters
of viscosity and strain hardening in the criteria of plastic flow. It is based on the methods of
numerical investigation of the surfacing process, which assumes that the material of the plates is
solid and is deformed elastoplastic. The formulation of a thermal problem in modeling the process
of deformation in the heat-affected zone is possible in one case when there is a need for a regional
effect at the ends of long plates. In the mathematical interpretation of the problem, the length
of the mating plates is read infinitely large, and the width is the same. The efficiency of the
computational mathematical model is confirmed by a comparable experimental value obtained as
a result of calculations.
Keywords: elasticity, plasticity, hardening, viscosity, temperature stresses, phase transitions, heat-
affected zone
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