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Аннотация. В данной работе в рамках модели малых деформаций приводится решение одно-
мерной краевой задачи о деформировании материала с упругими, вязкими и пластическими
свойствами в цилиндрическом слое под действием равномерного изменяющегося со време-
нем давления, приложенного к его внутренней границе. Вязкие свойства среды учитываются
на стадии деформирования, предваряющей пластическое течение. Рассчитаны обратимые и
необратимые деформации, напряжения и перемещения. Установлены закономерности про-
движения упругопластических границ в слое.
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Для обработки конструкционных материалов в технологической практике применя-
ются различные методы. Одним из таких методов является метод холодной формовки
в условиях ползучести [1]. В процессе обработки материалов могут возникать области
пластического течения, вносящие большие изменения в этот процесс. На упругопла-
стических границах, разделяющих области течения и области ползучести происходит
смена механизмов накопления необратимых деформаций. На изучение таких механиз-
мов направлена данная работа, в которой на примере одномерной краевой задачи о
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деформировании цилиндрического слоя исследуются процессы интенсивного дефор-
мирования материала, когда накапливаемые им необратимые деформации могут быть
как деформациями ползучести, так и пластичности.
1. Основные модельные соотношения. В математической модели малых де-

формаций полные деформации dij складываются из обратимой eij и необратимой pij
составляющих

dij = eij + pij =
1

2
(ui,j + uj,i) , ui,j =

∂ui
∂xj

. (1)

Здесь ui — компоненты вектора перемещений, xi — пространственные координаты
точки деформируемой среды.

Напряжения в среде определяются только через обратимые деформациями из за-
кона Гука

σij = λekkδij + 2µeij , (2)

в котором λ, µ — параметры Ламе.
Полагаем, что необратимые деформации pij накапливаются в материале непосред-

ственно с начала процесса деформирования и могут быть как деформациями пол-
зучести, так и пластическими деформациями. При описании поведения материала в
условиях накопления им сначала деформаций ползучести, а затем пластических де-
формаций будем использовать модель [2, 3].

Диссипативный механизм деформирования свяжем только с вязкими и пластиче-
скими свойствами материалов. В областях, где напряженное состояние еще не до-
стигло поверхности текучести, диссипативный механизм деформирования зададим в
форме закона ползучести Нортона [4]

V (σij) = BΣn (σ1, σ2, σ3) , Σ = max |σi − σj | , γij = εvij =
∂V

∂σij
. (3)

В данных соотношениях σ1, σ2, σ3 — главные значения тензора напряжений, εvij —
скорости деформаций ползучести, B, n — заданные параметры ползучести материала.

При достижении напряженным состоянием поверхности текучести диссипативный
механизм деформирования меняется: начинается пластическое течение. В качестве
такой поверхности будем использовать условие пластичности Треска [5]

max |σi − σj | = 2k, (4)

где εpij — компоненты тензора скоростей пластических деформаций, k — предел теку-
чести. Связь скоростей пластических деформаций с напряжениями осуществляется
ассоциированным законом пластического течения

γij = εpij = ξ
∂f

∂σij
, γij = εpij = ξk

∂f (k)

∂σij
, ξ > 0, ξk > 0, (5)

в котором первая формула соответствует грани условия пластичности (4), а вторая
— ребру этого же условия.

Считаем, что накопленные к моменту начала пластического течения деформации
ползучести являются начальными значениями для пластических деформаций.
2. Постановка задачи и ее решение до пластического течения. Пусть слой

материала, ограниченный цилиндрическими поверхностями r = r0 и r = R (R > r0),
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нагружен равномерным давлением по его внутренней границе:

σrr|r=r0 = −p(t), σrr|r=R = 0, (6)

где p(t) — известная возрастающая функция, σrr — радиальная компонента тензора
напряжений в цилиндрической системе координат r, ϕ, z.

Согласно соотношениям (1) в рассматриваемом случае для отличных от нуля ком-
понент тензора деформаций получим зависимости

drr = err + prr =
∂u

∂r
, dϕϕ = eϕϕ + pϕϕ =

u

r
. (7)

В соотношениях (7) u = ur — единственная отличная от нуля компонента вектора
перемещений.

Воспользовавшись законом Гука (2), выпишем не равные нулю компоненты тензора
напряжений цилиндрического слоя

σrr = (λ+ 2µ)err + λeϕϕ, σϕϕ = (λ+ 2µ)eϕϕ + λerr, σzz = λ (err + eϕϕ) . (8)

В рамках квазистатического приближения запишем уравнение равновесия в рас-
сматриваемом случае

∂σrr
∂r

+
σrr − σϕϕ

r
= 0. (9)

Соотношения (3) в данном случае примут вид

V = B (σϕϕ − σrr)n , εvrr =
∂prr
∂t

= −εϕϕ = −∂pϕϕ
∂t

= −Bn (σϕϕ − σrr)n−1 ,

εvrr + εvϕϕ = 0, prr + pϕϕ = 0.
(10)

Перепишем зависимости (7) следующим образом:
∂u

∂r
+
u

r
= err + eϕϕ,

∂u

∂r
− u

r
= err − eϕϕ + 2prr. (11)

Выразим из соотношений (8) обратимые деформации через напряжения

err =
(λ+ 2µ)σrr − λσϕϕ

4µ(λ+ µ)
, eϕϕ =

(λ+ 2µ)σϕϕ − λσrr
4µ(λ+ µ)

. (12)

Исключая обратимые деформации из уравнений (11) с помощью (12) и интегрируя
полученные уравнения с использованием уравнения равновесия (9) и второго гранич-
ного условия (6), найдем

u =
rσrr

2(λ+ µ)
+
c(t)

r
, σrr =

4µ(λ+ µ)

λ+ 2µ

c(t)
2

(
1

R2
− 1

r2

)
−

R∫
r

prr
r
dr

 ,

σϕϕ = σrr +
4µ(λ+ µ)

λ+ 2µ

(
c(t)

r2
+ prr

)
.

(13)

Из второй зависимости (10) и третьего соотношения (13) получим интегро-
дифференциальное уравнение для компоненты необратимых деформаций prr(r, t) =
−pϕϕ

∂prr
∂t

= −Bn
(

4µ(λ+ µ)

λ+ 2µ

(
c(t)

r2
+ prr

))n−1

. (14)
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Используя первое граничное условие (6), из второй зависимости (13) найдем выра-
жение для неизвестной функции интегрирования c(t)

c(t) =
R2r2

0

r2
0 −R2

2

R∫
r0

prr
r
dr − λ+ 2µ

2µ(λ+ µ)
p(t)

 . (15)

Решение интегро-дифференциального уравнения (14) с начальным условием
prr(r, 0) = 0 получено конечно-разностным методом с использованием составной
формулы трапеций [6] для приближенного вычисления интеграла. Данный конечно-
разностный метод ранее был успешно применен для решения краевой задачи о все-
стороннем гидростатическом сжатии сферического слоя [7].

По известным значениям напряжений σrr и σϕϕ из зависимостей (12) найдем компо-
ненты обратимых деформаций. Далее из третьего соотношения (8) вычислим компо-
ненту напряжений σzz. Распределение перемещений по слою можно найти из первой
формулы (13) или из второй зависимости (7):

u = r (eϕϕ + pϕϕ) . (16)

3. Пластическое течение в цилиндрическом слое. Возрастание функции дав-
ления p(t) приведет к тому что в некоторый момент времени t = t0 на внутренней
границе цилиндрического слоя r = r0 выполнится условие пластичности (4). С этого
момента времени от внутренней поверхности r = r0 начинает развиваться область
пластического течения r0 ≤ r ≤ m(t). При этом область m(t) ≤ r ≤ R остается вяз-
коупругой областью, в которой имеются обратимые деформации и деформации пол-
зучести. Таким образом, граница r = m(t) является движущейся границей области
пластического течения.

Условие пластичности Треска (4) в рассматриваемом случае примет вид

σϕϕ − σrr = 2k. (17)

Согласно второму граничному условию (6), а также соотношениям (7)-(10) и (16)
в области m(t) ≤ r ≤ R продолжают выполняться зависимости (12)-(14) и (15).

Интегрируя уравнение равновесия (9) с учетом (16) и первого граничного условия
(6) в области пластического течения r0 ≤ r ≤ m(t), получим

σrr = 2k ln
r

r0
− p(t), σϕϕ = 2k

(
1 + ln

r

r0

)
− p(t). (18)

Из условия непрерывности компоненты напряжения σrr на упругопластической
границе r = m(t) и соотношений (13) и (17) следует выражение для функции c(t)

c(t) =
R2m2

m2 −R2

 λ+ 2µ

2µ(λ+ µ)

(
2k ln

m

r0
− p(t)

)
+ 2

R∫
m

prr
r
dr

 . (19)

Из ассоциированного закона пластического течения (5) и условия пластичности (16)
найдем

εprr = −εpϕϕ = −ξ, εprr + εpϕϕ = 0, prr + pϕϕ = 0. (20)
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Учитывая зависимости (17), (19), а также условие непрерывности необратимых
деформаций на упругопластической границе r = m(t), проинтегрируем уравнения
(11) в области течения r0 ≤ r ≤ m(t) и, таким образом, получим

u =
r

2(λ+ µ)

(
2k ln

r

r0
− p(t)

)
+
c(t)

r
, prr = −pϕϕ =

(λ+ 2µ)k

2µ(λ+ µ)
− c(t)

r2
. (21)

Чтобы разрешить интегро-дифференциальное уравнение (14) в области вязкоупру-
гого деформирования m(t) ≤ r ≤ R относительно необратимых деформаций prr, к
нему следует добавить уравнение для нахождения положения упругопластической
границы r = m(t) в каждый момент времени. Это уравнение следует из последнего
соотношения (13) и условия σϕϕ − σrr = 2k на этой границе:

4µ(λ+ µ)

λ+ 2µ

(
c(t)

m2(t)
+ prr(m(t), t)

)
= 2k. (22)

Уравнения (14) и (21) образуют систему уравнений относительно неизвестных
функций prr(r, t) в области вязкоупругого деформирования и m(t). Для решения этой
системы также использовался конечно-разностный метод с составной формулой тра-
пеций.

Компоненты обратимых деформаций в области пластического течения r0 ≤ r ≤
m(t) вычисляются из зависимостей (12). Компонента напряжений σzz в обеих областях
находится из последнего соотношения (8).
4. Пластическое течение в цилиндрическом слое при соответствии напря-

женного состояния ребру призмы Треска. В зависимости от свойств деформи-
руемого материала в некоторый момент времени t = t1 > t0 на внутренней границе
цилиндрического слоя напряженное состояние может достигнуть ребра призмы (4) в
виде

σϕϕ = σzz = σrr + 2k. (23)

Таким образом, с этого момента времени от границы r = r0 начинает развиваться
область пластического течения r0 ≤ r ≤ m1(t), в которой выполняется условие (22). В
области m1(t) ≤ r ≤ m(t) продолжается пластическое течение в соответствии с усло-
вием (16), а область m(t) ≤ r ≤ R остается областью вязкоупругого деформирования.

В области m(t) ≤ r ≤ R по-прежнему выполняются соотношения (12)-(14) и (15).
В области пластического течения r0 ≤ r ≤ m1(t) интегрируя уравнение равновесия

(9) с учетом (22) и первого граничного условия (6), найдем

σrr = 2k ln
r

r0
− p(t), σϕϕ = σzz = 2k

(
1 + ln

r

r0

)
− p(t). (24)

Далее, интегрируя уравнение равновесия в области течения m1(t) ≤ r ≤ m(t) с
учетом непрерывности напряжений на упругопластической границе r = m1(t), убе-
димся, что в этой области продолжают выполняться соотношения (17) и (20). Из
непрерывности напряжений σrr на упругопластической границе r = m(t) следует, что
для функции c(t) продолжает выполняться зависимость (18).



ВСЕСТОРОННЕЕ ГИДРОСТАТИЧЕСКОЕ СЖАТИЕ... 81

В области пластического течения r0 ≤ r ≤ m1(t) из второй формулы (5) и условия
пластического течения (22) найдем

εprr = −ξ1 − ξ2, εpϕϕ = ξ1, εpzz = ξ2,

εprr + εpϕϕ + εpzz = 0, prr + pϕϕ + pzz = 0.
(25)

Из (23) следует, что в области течения r0 ≤ r ≤ m1(t) появляется третья не равная
нулю компонента необратимых деформаций pzz. Поэтому также начнет изменяться
компонента обратимых деформаций ezz, которая до этого равнялась нулю. При этом
для компоненты полных деформаций dzz будет выполняться соотношение

dzz = ezz + pzz = 0. (26)

Тогда из закона Гука (2) в области r0 ≤ r ≤ m1(t) получим
σrr = (λ+ 2µ)err+λ (eϕϕ + ezz) , σϕϕ = (λ+ 2µ)eϕϕ + λ (err + ezz) ,

σzz = (λ+ 2µ)ezz + λ (err + eϕϕ) .
(27)

Выразим из данных зависимостей обратимые деформации

err =
(λ+ µ)σrr
µ(3λ+ 2µ)

−λ(σϕϕ + σzz)

2µ(3λ+ 2µ)
, eϕϕ =

(λ+ µ)σϕϕ
µ(3λ+ 2µ)

− λ(σrr + σzz)

2µ(3λ+ 2µ)
,

ezz =
(λ+ µ)σzz
µ(3λ+ 2µ)

− λ(σrr + σϕϕ)

2µ(3λ+ 2µ)
.

(28)

Из соотношений (25) следует, что σϕϕ = σzz, если

eϕϕ = ezz. (29)

Из зависимостей (23), (24) и (27) получим

pϕϕ = eϕϕ − prr, pzz = −eϕϕ. (30)

Используя (28), соотношения (7) в области пластического течения r0 ≤ r ≤ m1(t)
перепишем в следующей форме

∂u

∂r
+
u

r
= err + 2eϕϕ,

∂u

∂r
− u

r
= err − 2eϕϕ + 2prr. (31)

Проинтегрируем уравнения (29), исключив из них обратимые деформации с помо-
щью зависимостей (26) и используя уравнение равновесия (9), условие пластичности
(22) и первое условие (6):

u =
r

3λ+ 2µ

(
3k ln

r

r0
+
k

2
− 3p(t)

2

)
+
c1(t)

r
,

prr =
(4λ+ 7µ)k

2µ(3λ+ 2µ)
− c1(t)

r2
+

1

2(3λ+ 2µ)

(
2k ln

r

r0
− p(t)

)
.

(32)

Из условия непрерывности перемещений и необратимых деформаций на упруго-
пластической границе r = m1(t) из соотношений (20) и (30) следует, что

m1(t) = r0 exp

(
p(t)

2k
− λ

2µ
− 1

)
, c1(t) = c(t) +

kµm2
1(t)

2(λ+ µ)(3λ+ 2µ)
. (33)

Из системы уравнений (14) и (21) найдем компоненту необратимых деформаций prr
в области m(t) ≤ r ≤ R и упругопластическую границу r = m(t). Обратимые дефор-
мации в области пластического течения m1(t) ≤ r ≤ m(t) находятся из зависимостей
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(12). Напряжение σzz в областях m1(t) ≤ r ≤ m(t) и m(t) ≤ r ≤ R вычисляется из
последнего соотношения (8).

0.0235 0.03640.0106
0.10

0.55

m/R

m1/R

1.00

0.0493

1

Рис. 1. Графики упругопластических границ в зависимости от времени

Расчеты проводились при линейной функции давления p(t) = αt и следующих зна-
чениях постоянных: n = 3, Bnµ3/α = 3.5, λ/µ = 1.57, r0/R = 0.1, k/µ = 0.01. На
рис. 1 показаны графики упругопластических границ m/R и m1/R в зависимости от
безразмерного времени τ = αt/µ. Распределение обратимых err и eϕϕ и необрати-
мых prr и pϕϕ деформаций по слою в момент времени τ2 = 0.044 показано на рис.
2. Рис. 3 иллюстрирует распределение деформаций ezz и pzz и перемещений u/R по
слою в момент времени τ2. На рис. 4 изображены распределения напряжений σrr/µ,
σϕϕ/µ и σzz/µ и разностей напряжений (σϕϕ−σrr)/µ (сплошной линией), (σzz−σrr)/µ
(штриховой линией) и (σϕϕ − σzz)/µ (пунктирной линией) по слою в этот же момент
времени.
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Рис. 2. Распределение обратимых и необратимых деформаций по слою

Заключение. В работе получено решение одномерной краевой задачи о пласти-
ческом течении материала цилиндрического слоя с предварительно накопленными
необратимыми деформациями ползучести. Напряженное состояние при пластиче-
ском течении сначала соответствует грани условия пластичности Треска, а затем
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Рис. 3. Распределение деформаций ezz и pzz и перемещений по слою
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Рис. 4. Распределение напряжений и разности напряжений по слою

может выйти на ребро данного условия. Рассчитаны все параметры напряженно-
деформированного состояния.
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COMPREHENSIVE HYDROSTATIC COMPRESSION OF CYLINDRICAL
LAYER IN CONDITIONS OF CREEP AND PLASTIC FLOW

Institute of Automation and Control Processes of FEB RAS, Vladivostok, Russia

Abstract. In this work, within the framework of the small strain model, a one-dimensional
boundary-value problem about deformation of a material with elastic, viscous and plastic properties
in a cylindrical layer under the action of a uniform pressure varying with time applied to its internal
boundary is solved. Viscous properties of medium are taken into account at a stage of deformation,
which precedes plastic flow. Reversible and irreversible deformations, stresses and displacements
are calculated. Laws of promotion of elastoplastic boundaries in the layer are established.

Keywords: elasticity, creep, plasticity, irreversible deformations.
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