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Аннотация. В работе рассматривается упругопластическое состояние тонкой пластины c
круговым отверстием при равномерном растяжении. Материал пластины предполагается
анизотропным. Сопротивление материала отрыву предполагается линейной функцией, за-
висящей от координат. Решение ищется методом малого параметра. Решение определено в
нулевом и первом приближениях в упругой и пластической областях.
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Рассмотрим анизотропную бесконечную кольцевую пластину с круговым отверсти-
ем (рис.1). Сопротивление материала отрыву p(x, y) предполагается линейной функ-
цией в первом приближении и являющейся постоянной величиной в нулевом прибли-
жении (1).

Согласно [1,2] условие пластичности примем в виде
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Рис. 1.

(Aσx − p(x, y))(Bσy − p(x, y))− Cτ2
xy = 0, (1)

где A, B, C – константы определяющие анизотропию материала p(x, y) – функция
сопротивления отрыву.

Положим
p(x, y) = p0 + δ(mx+ ny), p0,m, n− const. (2)

В полярной системе координат выражение (2) примет вид

p = p0 + δ (mρ cos (θ) + nρ sin (θ)) . (3)
Для записи выражения (1) в полярной системе координат ρθ воспользуемся соот-

ношениями (4).

σx =
σρ+σθ

2 +
σρ−σθ

2 cos 2θ + τρθ sin 2θ,

σy =
σρ+σθ

2 − σρ−σθ
2 cos 2θ − τρθ sin 2θ,

τxy =
σρ−σθ

2 sin 2θ + τρθ cos 2θ.

(4)

Из (1) и (4) получим

AB (σρ + σθ)
2 − (σρ − σθ)2 (AB+C

2 + AB−C
2 cos 4θ

)
−

−2τ2
ρθ (AB + C + (C −AB) cos 4θ)− 2τρθ (σρ − σθ)×

× (AB − C) sin 4θ − 2 (σρ − σθ) (A−B) p cos 2θ−
−4τρθ (A−B) p sin 2θ − 2 (σρ + σθ) (A+B) p = −4p2.

(5)

Решение будем искать с помощью метода возмущения по малому параметру δ, ха-
рактеризующего степень неоднородности пластины (2), (6), для этого перейдем к без-
размерным величинам. Все компоненты напряжения отнесем к значению постоянной
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отрыва в нулевом приближении p0, величины определяющие геометрические размеры
пластины отнесем некоторой линейной величине ρ0

s.

A = 1 + δa, B = 1 + δb, C = 1 + δc, α =
r

ρ0
s

, (6)

где a, b, c – постоянные, которые определяют анизотропию, δ – параметр, который
будем считать достаточно малым.

Для расчета в нулевом приближении, положим δ = 0, A = B = C = 1, тогда
выражение (5) примет вид

(σρ − p) (σθ − p)− τ2
ρθ = 0. (7)

Решение будем искать аналогично работам [3-8], пологая

σij = σ
(0)
ij + δσ

(I)
ij + δ2σ

(II)
ij + ... . (8)

Примем

τ
(0)
ρθi = 0. (9)

Для компонентов напряжения в пластической области будем указывать индекс –
“p”, а упругой – ‘е”.

В нулевом приближении из (7 – 9) получим

σ
(0)p
θi = p. (10)

Уравнения равновесия запишем в виде

∂σ
(i)
ρ

∂ρ + 1
ρ

∂τ
(i)
ρθ

∂θ +
σ
(i)
ρ −σ

(i)
θ

ρ = 0,

∂τ
(i)
ρθ

∂ρ + 1
ρ

∂σ
(i)
θ
∂θ +

2τ
(i)
ρθ

ρ = 0.
(11)

В исходном нулевом приближении выражения (11) с учетом (8 – 10), примут вид

dσ
(0)
ρ

dρ
+
σ

(0)
ρ − σ(0)

θ

ρ
= 0. (12)

Из соотношений (10), (12)определим компоненты напряжения σ(0)p
ρ

σ(0)p
ρ = p0 −

C1

ρ
. (13)

Учитывая, что контур отверстия свободен от усилий, σ0
ρ = 0 при ρ = α, определим

константу C1.

σ
(0)p
ρ1 = p0

(
1− α

ρ

)
. (14)

Компоненты напряжения нулевом приближении имеют вид

σ
(0)p
ρ1 = p0

(
1− α

ρ

)
, σ

(0)p
θ1 = p0, τ

(0)p
ρθ1 = 0. (15)
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Из (5), (6) (8), в первом приближении, с учётом (9), (14) получим

σ
(I)p
θ = −αp0

8ρ (a+ b− c) cos 4θ + p0
2 (a− b) cos 2θ+

+mρ cos θ + nρ sin θ + αp0
8ρ (a+ b− c)− p0

2 (a+ b).
(16)

Соотноешения (11) будут удовлетворяться с помощью подстановки

σ(I)
ρ =

1

ρ

∂Φ(I)

∂ρ
+

1

ρ2

∂2Φ(I)

∂θ2
, σ

(I)
θ =

∂2Φ(I)

∂ρ2
, τ

(I)
ρθ = − ∂

∂ρ

(
1

ρ

∂Φ(I)

∂θ

)
. (17)

Используя соотношения (16), (17), получим выражение для функции Эри

Φ(I) =
[
−αp0

8 (a+ b+ c)ρ(ln ρ− 1) + С1ρ+ С2

]
cos 4θ+

+
[
p0ρ2

4 (a− b) + С3ρ+ С4

]
cos 2θ+

+
(
mρ3

6 + C5ρ+ C6

)
cos θ +

(
mρ3

6 + C7ρ+ C8

)
sin θ+

+αp0
8 (a+ b− c)ρ(ln ρ− 1)− p0ρ2

4 (a+ b) + С9ρ+ С10.

(18)

Из (17), (18) следует

σ
(I)p
ρ =

[
15αp0

8 (a+ b− c) ln ρ
ρ −

2αp0(a+b−c)+15C1

ρ −
− 16C2

ρ2

]
cos 4θ −

[
p0
2 (a− b) + 3C3

ρ + 4C4
ρ2

]
cos 2θ+

+
(
mρ
3 − C6

ρ2

)
sin θ +

(
nρ
3 − C8

ρ2

)
cos θ+

+αp0
8 (a+ b− c) ln ρ

ρ −
p0
2 (a+ b) + C9

ρ ,

σ
(I)p
θ = −αp0

8ρ (a+ b− c) cos 4θ + p0
2 (a− b) cos 2θ+

+αp0
8ρ (a+ b− c)− p0

2 (a+ b),

τ
(I)p
ρθ = −

[
αp0
2ρ (a+ b− c) + 4С2

ρ

]
sin 4θ+

+
[
p0
2 (a− b)− 2С4

ρ2

]
sin 2θ+

+
(
mρ
3 − C6

ρ2

)
sin θ −

(
nρ
3 − C8

ρ2

)
cos θ.

(19)

Контур отверстия пластины свободен от усилий, следовательно, справедливы соот-
ношения

σ(I)p
ρ

∣∣∣
ρ=α

= 0, τ
(I)p
ρθ

∣∣∣
ρ=α

= 0. (20)

Используя соотношения (19), (20) определим константы С1, C2, C3, C4, С6, C8, C9

C1 = p0α lnα
8 (a+ b− c), C2 = −p0α2

8 (a+ b− c),
C3 = −p0α

2 (a− b), C4 = p0α2

4 (a− b), C6 = mα3

3 ,

C8 = nα3

3 , C9 = p0α
2 (a+ b)− p0α lnα

8 (a+ b− c).

Соотношения (19), с учётом найденных значений констант, примут вид
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σ
(I)p
ρ = αp0(a+ b− c)

[
15 ln ρ

8ρ −
(16+15 lnα)

8ρ + 2α
ρ2

]
cos 4θ−

−p0(a− b)
[

1
2 − 3α

2ρ + α2

ρ2

]
cos 2θ+

+mρ
(

1
3 − α3

ρ3

)
cos θ + nρ

(
1
3 − α3

ρ3

)
sin θ + p0α lnα

8ρ c−
−p0(a+ b)

[
1
2 − α

2ρ

]
+ αp0

8ρ (a+ b− c) ln ρ
α ,

σ
(I)p
θ = −αp0

8ρ (a+ b− c) cos 4θ + p0
2 (a− b) cos 2θ+

+mρ cos θ + nρ sin θ + αp0
8ρ (a+ b− c)− p0

2 (a+ b),

τ
(I)p
ρθ = −αp0

2ρ (a+ b− c)
[
1− α2

]
sin 4θ+

+p0
2 (a− b)

[
1− α2

ρ2

]
sin 2θ−

−mρ
(

1
3 − α3

ρ3

)
sin θ − nρ

(
1
3 − α3

ρ3

)
cos θ.

(21)

На границе раздела двух областей справедливо

σpρ
∣∣
ρ=1

= σeρ
∣∣
ρ=1

; σpθ
∣∣
ρ=1

= σeθ|ρ=1 . (22)

Для нулевонго приближения в упругой области воспользуемся соотношениями

σ(0)e
ρ = E − F

ρ2
, σ(0)e

ρ = E +
F

ρ2
, E, F = const. (23)

Используя граничные условия σeρ = q при ρ =∞, получим

σ(0)e
ρ

∣∣∣
ρ=∞

= E = q. (24)

Из (15), (22) – (24) следует

F =
p0α

2
. (25)

Откуда получим решение в упругой области

σ(0)e
ρ = q − p0α

2ρ2
, σ

(0)e
θ = q +

p0α

2ρ2
, τ

(0)e
ρθ = 0. (26)

Из соотношений (15), (7), (11) следует

α =
2(p0 − q)

p0
, (27)

тогда радиус пластической зоны определяется соотношением

ρ0
s =

a

α
=

ap0

2(p0 − q)
. (28)

Компоненты напряжения в упругой зоне в первом приближении с учётом (22) при-
мут вид
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σ
(I)e
ρ = αp0(a+ b− c)

[
−1

2 + 2α
]

cos 4θ−
−p0(a− b)

[
1
2 − 3α+ α2

]
cos 2θ+

+m
(

1
3 − α3

)
cos θ + n

(
1
3 − α3

)
sin θ−

−p0(a+ b)
[

1
2 − α

2

]
− αp0

8 (a+ b− c) lnα,

σ
(I)e
θ = −αp0

8 (a+ b− c) cos 4θ + p0
2 (a− b) cos 2θ+

+m cos θ + n sin θ + αp0
8 (a+ b− c)− p0

2 (a+ b),

τ
(I)e
ρθ = −αp0

2 (a+ b− c)
[
1− α2

]
sin 4θ+

+p0
2 (a− b)

[
1− α2

]
sin 2θ−

−m
(

1
3 − α3

)
sin θ − n

(
1
3 − α3

)
cos θ.

(29)

Применяя к соотношениям (29) формулы разделов (I), (III), (IV), (VI), (VIII), при-
веденные в [8, стр. 122], получим компоненты напряжения в первом приближении в
упругой зоне

σ
(I)e
ρ = p0(a+b)

2ρ2

[
α− 1− α lnα

4

]
+ p0α lnα

8ρ2
c+

+ 1
ρ3

(
1
3 − α3

)
(m cos θ + n sin θ) +

+p0(a−b)
2 (1− α)

[
3
ρ4

+ 2(α−2)
ρ2

]
cos 2θ+

+αp0
2 (a+ b− c)

[
(α− 1)

(
3α−5
ρ6
− 3(α−3)

ρ4

)
+

+ 15
4 lnα

(
2
ρ6
− 3

ρ4

)]
cos 4θ,

σ
(I)e
θ = −p0(a+b)

2ρ2

[
α− 1− α lnα

4

]
− p0α lnα

8ρ2
c−

− 1
ρ3

(
1
3 − α3

)
(m cos θ + n sin θ)−

−3p0(a−b)
2ρ4

(1− α) cos 2θ − αp0
2 (a+ b− c)×

×
[
(α− 1)

(
3α−5
ρ6
− α−3

ρ4

)
+ 15

4 lnα
(

2
ρ6
− 1

ρ4

)]
cos 4θ,

τ
(I)e
ρθ = 1

ρ3

(
1
3 − α3

)
(m sin θ + n cos θ) +

+p0(a−b)
2 (1− α)

[
3
ρ4

+ α−2
ρ2

]
sin 2θ+

αp0
2 (a+ b− c)

[
(α− 1)

(
3α−5
ρ6
− 2(α−3)

ρ4

)
+

+ 15
2 lnα

(
1
ρ6
− 1

ρ4

)]
sin 4θ.

Для границы раздела двух областей ρs в первом приближении справедливы соот-
ношения

ρ(I)
s =

1

4

(
σ

(I)e
θ − σ(I)p

θ

)
при ρ = 1.

Таким образом, радиус пластической зоны в первом приближении примет вид

ρ
(I)
s = 1

4

[
αp0(lnα−1)

8 (a+ b− c) + p0(a+ b)
(
1− α

2

)]
+
(
α3

4 − 1
3

)
m cos θ+

+
(
α3

4 − 1
3

)
n sin θ + p0(a−b)

8 (3α− 4) cos 2θ + αp0
32 (a+ b+ c)×

×
[
1− 8(α− 1)2 − 15 lnα

]
cos 4θ.
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В работе получены компоненты напряжения в первом приближении в упругой и
пластической зоне, для бесконечной тонкой пластины при условии линейной зави-
симости функции отрыва. Полученное решение не противоречит результатам работ
[4-12].
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UNIFORM STRETCHING OF A THIN INHOMOGENEOUS PLATE WITH A
CIRCULAR HOLE, SUBJECT TO ULTIMATE TEARING RESISTANCE

I. Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary, Russia

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University, Cheboksary, Russia

Abstract. The paper considers the elastoplastic state thin plate with a circular hole with uniform
tension. Material plates are assumed to be anisotropic. The peel resistance of the material is
assumed to be a linear function, depending on the coordinates. The solution is sought by the small
parameter method. The solution is determined in the zeroth and first approximations in the elastic
and plastic regions.

Keywords: ductility, elasticity, linearization, stress, separation, anisotropy, heterogeneity
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