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Аннотация. В работе получены компоненты напряжений в пластической области для про-
странства из сыпучего материала, ослабленного эллипсоидальной полостью. В данной задаче
действуют взаимноперпендикулярые силы на бесконечности при остутсвии давлений внут-
ри полости. Задача решена в сферической координатной системе в безразмерных единицах
длины.
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Введение
Во многих отраслях, таких как горное дело, строительная механика и причих нема-

ловажное место имеет определение напряженного состояния массива вокруг различ-
ного рода выемок и полостей. Определение напряженного состояния пространства
из сжимаемого идеально-пластического материала, ослабленного сферической поло-
стью, было приведено в [1]. В [2], [3], [4], [5], [6] были приведены решения задач для
сжимаемого упругопластического материала с полостями при соблюдении условий
полной пластичности Треска-Сен-Венана. В этих работах были рассмотрены все три
случая, удовлетворяющие данным условиям, один из которых соответствовал случаю
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со сферической полостью [2], [3], [4], а два других [5], [6] представляли решение анали-
тической задачи. В [7] было представлено подробное решение для всех трех случаев.

В данной работе рассматривается пространство с эллипсоидальной полостью из
сжимаемого идеально пластического материала при взаимноперпендикулярном при-
ложении уислий на бесконечности. Задача решена в сферической системе координат,
использован метод малого параметра, величины, имеющие размерность длины, отне-
сены к радиусу полости ρ0.

Рассматривается массив из сыпучей среды, обладающей свойствами внутреннего
трения и сцепления. Условие предельного состояния сыпучей среды берется в виде [8]

f(σ′ij) = k0 + aσ, (1)

где a = tgα — коэффициент внутреннего трения, α — угол внутреннего трения, σ′ij —
напряжения, k0 — удельное сцепление.

Используем уравнения равновесия [8]
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Условия пластичности Треска-Сен-Венана [8] с учетом (1):

(σρ − σ + (k0 + aσ)2/3)(σθ − σ + (k0 + aσ)2/3)− τ2
ρθ = 0,

(σθ − σ + (k0 + aσ)2/3)(σϕ − σ + (k0 + aσ)2/3)− τ2
θϕ = 0,

(σϕ − σ + (k0 + aσ)2/3)(σρ − σ + (k0 + aσ)2/3)− τ2
ρϕ = 0,

(3)

а также
(σρ − σ + (k0 + aσ)2/3)τθϕ = τρθτρϕ,

(σϕ − σ + (k0 + aσ)2/3)τρθ = τρϕτθϕ,

(σθ − σ + (k0 + aσ)2/3)τρϕ = τρθτθϕ.

(4)

Граничные условия:

σρl + τρθm+ τρϕn = Pρ, τρθl + σθm+ τθϕn = Pθ, τρϕl + τθϕm+ σϕn = Pϕ, (5)

где σρ, τρθ, ... — компоненты девиатора напряжения; l,m, n— направляющие косинусы
нормали; Pρ, Pθ, Pϕ — проекции усилий на оси ρ, θ, ϕ; σ = (σρ + σθ + σϕ)/3 — среднее
давление.

Решения ищутся в виде рядов по малому параметру δ (δ � 1) [4]:

σρ = σ0
ρ + δσ′ρ, σθ = σ0

θ + δσ′θ, σϕ = σ0
ϕ + δσ′ϕ,

τρθ = τ0
ρθ + δτ ′ρθ, τρϕ = τ0

ρϕ + δτ ′ρϕ, τθϕ = τ0
θϕ + δτ ′θϕ.

(6)

В качестве известных напряжений в невозмущенном состоянии принимаются [1]

σ0
θ = σ0

ϕ, τ0
ρθ = τ0

ρϕ = τ0
θϕ = 0; (7)
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σ0p
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где A = (3 + 4a)/(3− 2a), D = −6k0/(3 + 4a).
Линеаризируя условия пластичности (3) и (4), получим

σ′ρ = Aσ̃′, (9)

τ ′θϕ = 0, (10)

где σ̃′ = σ′θ = σ′ϕ. Уравнения равновесия (2) с учетом (10) примут вид [4]
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Для решения (11) введем функцию U(ρ, θ, ϕ) так, чтобы выполнялись:
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Тогда первые два уравнения (12) тождественно удовлетворяются, а последнее примет
вид [4]
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Решение (13) ищется методом разделения переменных. При этом:

U = R(ρ)×Θ(θ)× cosmϕ. (14)

Тогда для R(ρ) получим уравнение [3]
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Получим решение (15):
R = C1ρ

χ1 + C2ρ
χ2 , (16)
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λ, C1, C2 будут определены ниже.
Для Θ(θ) получим [3]:

Θ′′ + ctg θ ·Θ′ + λ−m2

sin2 θ
= 0. (18)

Уравнение (18) является дифференциальным уравнением для присоединенных функ-
ций Лежандра. Решая совместно (18), (12) и (9), получим

σ′ρ = −A
ρ2
R′Θ cosmϕ, τ ′ρθ =

1

ρ3
RΘ′ cosmϕ, τ ′ρϕ = − m

ρ3 sin θ
RΘ sinmϕ, (19)

где A представлена выше, R′ = ∂R(ρ)/∂ρ, Θ′ = ∂Θ(θ)/∂θ.
После линерализации граничных условий (5), получим [4]
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Полагая ρ = 1, после совместногорешения (20) и (8), получим граничные условия
в виде:

σ′ρ = Bρ1(θ, ϕ), τ ′ρθ = −B
2

∂ρ1(θ, ϕ)

∂θ
, τ ′ρϕ = − B

2 sin θ

∂ρ1(θ, ϕ)

∂ϕ
, (21)

где B = −2D, ρ1(θ, ϕ) задает уравнение эллипсоида в первом приближении и опреде-
ляется ρ = 1 + ∂ρ1(θ, ϕ):

ρ1(θ, ϕ) =
1

2

[
(c1 + c2)(1− 3 cos2 θ) + (c1 − c2) sin2 θ cos 2ϕ

]
, (22)

где
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2

3
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3
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,

ρ1, ρ2, ρ3 — полуоси эллипсоида. Тогда решая совместно (19), (21), (22) и полагая
ρ = 1, получим:

R′Θ cosmϕ = − B

2A

[
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]
,
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(23)

Общее решение U(ρ, θ, ϕ) складывается из двух решений:

U = U0 + U2, (24)

где U0 = R0Θ0 — решение при m = 0; U2 = R2Θ2 cos 2ϕ — решение при m = 2. Тогда,
решая (23) при m = 0 и m = 2, получим λ = 6 — однозначное решение (18). Тогда,
решая (15) при λ = 6, получим

R0 = R2. (25)

Функция U2 в соответствии с (24) и (25) примет вид

U2 = (c1 − c2) sin2 θ cos 2ϕ(C1ρ
χ1 + C2ρ

χ2). (26)

После совместного ршения (24), (25) и (26), получим:

U(ρ, θ, ϕ) = (C1ρ
χ1 + C2ρ

χ2)
[
(c1 + c2)(1− 3 cos2 θ) + (c1 − c2) sin2 θ cos 2ϕ

]
. (27)

Из граничных условий определяются константы:

C1 = −ABχ1 − 2B

4A(χ2 − χ1)
− B

4
, C2 =

ABχ1 − 2B

4A(χ2 − χ1)
. (28)

Подставляя (27) в (20) и принимая во внимание (9) и (10), получим для компо-
нент напряжений в пластической области для пространства из сыпучего материала,
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ослабленного эллипсоидальной полостью, выражения

σ′pθ = σ′pϕ = −C1χ1ρ
χ1 + C2χ2ρ

χ2

ρ3
×

×
[
(c1 + c2)(1− 3 cos2 θ) + (c1 − c2) sin2 θ cos 2ϕ

]
,

τ ′pρθ =
C1ρ

χ1 + C2ρ
χ2

3ρ3

∂P 2
2 (cos θ)

∂θ
[3(c1 + c2) + (c1 − c2) cos 2ϕ] ,

τ ′pρϕ = −2(C1ρ
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3ρ3 sin θ
(c1 − c2) sin 2ϕP 2

2 (cos θ),

σ′pρ = Aσ′pθ , τ ′θϕ = 0.

(29)
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STRESS STATE OF IDEALOPLASTIC COMPRESSIBLE SPACE WEAKENED
BY ELLIPSOIDAL CAVITY

1Chuvash State Agricultural Academy, Cheboksary, Russia
2I. N.Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary, Russia

Abstract. In this work, stress components in the plastic region are obtained for a space of bulk
material weakened by an ellipsoidal cavity. In the formulation of this problem at infinity, mutually
perpendicular forces are applied, and there is no pressure inside the cavity. The solution to the
problem is obtained in a spherical coordinate system in dimensionless units of length.
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