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Аннотация. Изучается процесс деформирования вращающегося цилиндра, изготовленного
из материала с упругими, вязкими и пластическими свойствами. Рассматривается цилиндр
как с закрепленными, так и свободными концами. Деформации в цилиндре предполагают-
ся малыми. Скорость вращения сначала возрастает от нуля до заданного максимального
значения, затем в течение некоторого промежутка времени остается постоянной, после чего
снижается вплоть до полной остановки цилиндра. Угловое ускорение в течение всего процес-
са пренебрежимо мало. Первоначально рост необратимых деформаций вызван ползучестью
материала, но при определенной скорости вращения в цилиндре зарождается и развивается
область пластического течения. После возникает разгружающая упругопластическая грани-
ца: область течения при продвижении данной граничной поверхности по объему уменьшает-
ся. Упругопластические границы являются местом, где изменяется механизм производства
необратимых деформаций. Определяющая система уравнений решается с помощью метода
конечных разностей. Приведены и проанализированы результаты расчетов, в том числе для
релаксации напряжений после остановки цилиндра.
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Введение
Расчёт напряжений и деформаций во вращающихся дисках и валов является одной

из классических задач механики деформируемого твёрдого тела. Подобные расчё-
ты приводятся во многих учебниках и монографиях. Среди подобных работ следует
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отметить работу С. П. Тимошенко [1], в которой впервые было предложено рассчиты-
вать распределения напряжений с помощью решения соответствующей краевой зада-
чи теории упругости. Ограничиваясь чисто упругими телами, данную задачу можно
считать принципиально решённой после полученного А. И. Лурье [2] общего реше-
ния этой задачи с произвольной зависимостью упругого потенциала от инвариантов
тензора конечных деформаций.

Чисто необратимое деформирование вращающихся цилиндров впервые было рас-
смотрено А. Надаи [3] в рамках жёсткопластического анализа. Ю. Н. Работновым [4]
был рассмотрен случай, где в качестве источника необратимых деформаций в цилин-
дре выступала ползучесть. Упругопластическое деформирование впервые рассматри-
валось в [5]. Однако, как было позже показано в работе [6], данное решение имело неис-
правимый изъян, связанный с разрывом перемещений на упругопластической гра-
нице. Полное решение задачи упругопластического деформирования вращающегося
сплошного цилиндра было рассмотрено в цикле работ [6–8]. В них приведено решение
для стадий упругого деформирования, начала пластического течения, распростране-
ния пластического течения на весь цилиндр, последующего упругого деформирования
при уменьшении скорости вращения и появления повторного пластического течения.
В дальнейшем задачи упругопластического деформирования вращающихся цилин-
дров и дисков рассматривались неоднократно для различных граничных условий и
кинематических постановок [9–15].
Постановка задачи
Пусть слой материала с упругими, вязкими и пластическими свойствами занимает

область, ограниченную круговыми цилиндрическими поверхностями r = R1 и r = R2

(R2 > R1). Далее рассмотрим случаи, когда такой слой длинный (бесконечно длин-
ный) либо длина его является малой. Это позволит рассматривать одномерный случай
деформирования. Примем, что область r < R1 является полостью. Полагаем, что вы-
бранный таким способом цилиндр с полостью вращается с угловой скоростью ω(t).
При этом ω(0) = 0 и первоначально цилиндр вращается ускоренно до достижения
некоторой наибольшей скорости ωmax, после чего замедленно до полной остановки.
В цилиндрической системе координат (r, ϕ, z) одномерность процесса деформирова-
ния за счёт вращения цилиндра означает, что единственной независимой переменной
оказывается r. Далее эту координату будем использовать в безразмерной форме

ξ =
r

R2
, ξ0 =

R1

R2
, 0 < ξ0 6 ξ 6 1.

Деформации во вращающемся теле считаем малыми и складывающимися из обра-
тимых и необратимых. Ненулевыми в рассматриваемом случае будут только компо-
ненты drr, dϕϕ и dzz тензора полных деформаций

drr = err + prr =
∂u

∂ξ
, dϕϕ = eϕϕ + pϕϕ =

u

ξ
, dzz = ezz + pzz. (1)

Здесь err, eϕϕ, ezz — компоненты тензора обратимых (упругих) деформаций;
prr, pϕϕ, pzz — необратимые деформации; u = ur/R2 — безразмерное перемещение.
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Обратимые деформации задают напряжения σrr, σϕϕ, σzz

σ̃rr =
σrr
στ

= (α+ 2β) (u,ξ − prr) + α
(
ξ−1u− pϕϕ

)
+ α (dzz − pzz) ,

σ̃ϕϕ =
σϕϕ
στ

= α (u,ξ − prr) + (α+ 2β)
(
ξ−1u− pϕϕ

)
+ α (dzz − pzz) ,

σ̃zz =
σzz
στ

= α (u,ξ − prr) + α
(
ξ−1u− pϕϕ

)
+ (α+ 2β) (dzz − pzz) .

(2)

Здесь στ — предел текучести; α = λσ−1τ , β = µσ−1τ ; λ, µ — параметры Ламе в законе
Гука для упругой среды.

Рассматривая цилиндр бесконечно длинным, в (2) принимают dzz = 0, что и задаёт
плоские деформированные состояния. Иногда рассматривают случай так называемых
обобщённых плоских состояний, когда dzz находят согласно принимаемому ограниче-
нию на распределение σzz

2π

∫ 1

ξ0

ξσ̃zz dξ = 0. (3)

Подстановка σ̃zz из (2) в (3) приводит к следующей зависимости

dzz =
2

1− ξ20

∫ 1

ξ0

ξ

(
α

α+ 2β
(prr + pϕϕ) + pzz

)
dξ − 2α

α+ 2β

u (1)− ξ0u (ξ0)

1− ξ20
.

Будем считать угловое ускорение малым настолько, что бы имелась возможность
пренебречь силой инерции, определяемой вращательным ускорением. Это упрощаю-
щее предположение позволяет рассматриваемой задаче оставаться одномерной. Един-
ственное уравнение равновесия примет в таком случае форму

∂σ̃rr
∂ξ

+
σ̃rr − σ̃ϕϕ

ξ
= −ξψ2, ψ2 =

R2
2

στ
ρω2, (4)

где ρ — плотность среды; ω — скорость вращения среды.
После подстановки в (4) компонент напряжений из (2) получаем дифференциальное

уравнение для компоненты ur = u
(
ξ, t̃
)
перемещений

u,ξξ + ξ−1u,ξ − ξ−2u = 2ξ−1
β

α+ 2β
(prr − pϕϕ) +

+ prr,ξ +
α

α+ 2β
(pϕϕ,ξ + pzz,ξ)−

ξψ2

α+ 2β
. (5)

В данном дифференциальном уравнении (5) время t является независимым пара-
метром, то есть в любой фиксированный (рассматриваемый) момент времени уравне-
ние (5) является обыкновенным дифференциальным уравнением.
Механизм накопления необратимых деформаций
В данной работе рассматриваются два механизма накопления необратимых дефор-

маций — пластичность и ползучесть. В нашем случае формулы для определения нену-
левых компонент тензора необратимых деформаций примут вид

dprr
dt

= εprr + εvrr,
dpϕϕ
dt

= εpϕϕ + εvϕϕ,
dpzz
dt

= εpzz + εvzz, (6)

где εprr, εpϕϕ, εpzz — скорости деформаций пластичности, εvrr, εvϕϕ, εvzz — скорости дефор-
маций ползучести. Если в рассматриваемой области напряжения не достигли предела
текучести, то скорости деформаций пластичности равны нулю.
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Для расчёта скоростей деформации ползучести использовалась теория типа тече-
ния [4]. Рассмотрим её наиболее простую и часто используемую вариацию — степенной
закон Нортона. В качестве меры напряжений Σ (σ1, σ2, σ3) возьмём интенсивность на-
пряжений. В итоге получим

εvrr =
∂Φ

∂σrr
, εvϕϕ =

∂Φ

∂σϕϕ
, εvzz =

∂Φ

∂σzz
, Φ (σ1, σ2, σ3) = BΣn (σ1, σ2, σ3) ,

Σ2 =
3

2

(
(σrr − σ)2 + (σϕϕ − σ)2 + (σzz − σ)2

)
, σ =

1

3
(σrr + σϕϕ + σzz) ,

(7)

где B и n — параметры ползучести для среды.
Используя соотношения (7), а так же введя безразмерную переменную по време-

ни t̃ = t/t∗, где t∗ — продолжительность всего процесса деформирования; получим
в итоге соотношения для определения скорости деформаций ползучести

ε̃vrr = εvrrt
∗ =

3

2
B̃nΣ̃n−2 (σ̃rr − σ̃) , ε̃vϕϕ =

3

2
B̃nΣ̃n−2 (σ̃ϕϕ − σ̃) ,

ε̃vzz =
3

2
B̃nΣ̃n−2 (σ̃zz − σ̃) , B̃ = σn−1τ Bt∗, Σ̃ =

Σ

στ
.

(8)

Скорости деформаций пластического течения, так же как и скорости деформаций
ползучести, определяются уровнем и распределением по деформируемому телу на-
пряжений. В качестве пластического потенциала принимаем обобщённый потенциал
Мизеса в форме

f
(
σrr, σϕϕ, σzz, ε

p
rr, ε

p
ϕϕ, ε

p
zz

)
=

= (σrr − σ − ηεprr)
2 +

(
σϕϕ − σ − ηεpϕϕ

)2
+ (σzz − σ − ηεpzz)

2 − 2

3
σ2τ . (9)

где η — коэффициент вязкого сопротивления пластическому течению.
Пластическое течение происходит в условиях f = 0. Ассоциированный закон пла-

стического течения запишем в виде

εprr = θ
∂f

∂σrr
, εpϕϕ = θ

∂f

∂σϕϕ
, εpzz = θ

∂f

∂σzz
, θ > 0. (10)

После подстановки (9) в (10) получим выражение для скоростей. Для нахождения
неизвестного коэффициента θ подставим полученные скорости в (9). Подставив най-
денное значение коэффициента в формулы скорости пластического течения, в итоге
получим

ε̃prr = εprrt
∗ =

1

η̃

Σ̃− 1

Σ̃
(σ̃rr − σ̃) , ε̃pϕϕ =

1

η̃

Σ̃− 1

Σ̃
(σ̃ϕϕ − σ̃) ,

ε̃pzz =
1

η̃

Σ̃− 1

Σ̃
(σ̃zz − σ̃) , η̃ =

η

στ t∗
.

(11)

Следует отметить, что при использовании модели вязкопластичности, интенсив-
ности напряжений могут принимать значения больше предела текучести Σ̃ > 1.
При этом мы по прежнему будем находиться на поверхности нагружения (9). Из-
за ненулевых значений скоростей пластической деформации (11) при Σ̃ > 1 так же
будет происходить смещение поверхности нагружения (9). Которая, при уменьшении
скоростей до нуля, вернётся в положение Σ̃ = 1.
Численный расчёт
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Данная система уравнений в частных производных разрешалась методом конечных
разностей. Полученная на таком пути конечно-разностная схема расчётов тестирова-
лась решениями частных задач данного класса, где имеются аналитические решения.
К последним относятся задачи об упругом деформировании [16], установившемся вяз-
копластическом течении [17] и об установившейся ползучести [18].

Функцию ψ(t) из (4), обозначающую скорость вращения, зададим в виде

ψ(t) =


1
2ψmax

(
1− cos

(
π t̃
t̃1

))
, 0 6 t̃ < t̃1,

ψmax, t̃1 6 t̃ < t̃2,
1
2ψmax

(
1 + cos

(
π t̃−t̃2
t̃3−t̃2

))
, t̃2 6 t̃ < t̃3,

0, t̃3 6 t̃ 6 1,

где t̃ = t/t∗ — безразмерное время, t̃1, t̃2, t̃3 — назначаемые безразмерные моменты
времени. Для удобства дальнейшего обращения дадим названия приведённым вре-
менным интервалам. 1 фаза: 0 6 t̃ < t̃1 — нагрузка; 2 фаза: t̃1 6 t̃ < t̃2 — выдержка;
3 фаза: t̃2 6 t̃ < t̃3 — разгрузка; 4 фаза: t̃3 6 t̃ 6 1 — релаксация.

Таким образом, параметрами задачи наряду с теми, что задают конструктивную
геометрию ξ0 и свойства материала α, β, η̃, στ , B̃, n, оказываются и безразмерные, от-
несённые к t∗, моменты времени t̃1, t̃2, t̃3. При этом ψmax играет роль интенсив-
ности задаваемого воздействия на материал, а t∗ — временное распределение та-
кого воздействия. Остановимся на влиянии последних на эволюцию напряжённо-
деформированных состояний и итоговое распределение остаточных напряжений.

При проведении расчётов постоянные материала и геометрические размеры зада-
дим следующие:

R1 = 0, 02 м; R2 = 0, 1 м; ρ = 7700 кг/м3; λ = 240, 942 ГПа; µ = 76, 087 ГПа;

B = 4, 1 · 10−22 с−1 ·Па1−n; n = 3; στ = 30 МПа; η = 84 ГПа.

Такие параметры отвечают некоторым конструктивным маркам стали. Безразмер-
ные параметры в этом случае примут значения

ξ0 = 0, 2; α = 8031, 4; β = 2536, 2; B̃ = 3, 69 · 10−7t∗; η̃ = 2800/t∗.

Временные назначаемые параметры принимаем следующими

t̃1 = 0, 015; t̃2 = 0, 965; t̃3 = 0, 98.

Протяжённость процесса менялась от одной секунды до одного часа с промежуточ-
ными значениями t∗ = 10 секунд, t∗ = 1 минута и t∗ = 10 минут.

Граничные условия запишем в следующем виде

σ̃rr(ξ0, t̃) = 0, σ̃rr(1, t̃) = 0.

Расчёты показывают, что пластическое течение в деформируемой части материала
цилиндра неизменно начинается с граничной поверхности ξ = ξ0. Скорость враще-
ния, при которой впервые выполняется условие пластического течения, вычисляется
из соотношения Σ̃ = 1, следующего из (6)–(11). Значения такой скорости оказываются
меньше тех значений, которые получаются в том случае, когда ползучесть материала
не учитывается. Что, впрочем, предсказуемо, так как ползучесть снижает уровень
напряжённых состояний.



50 С.В.ФИРСОВ, А.Н.ПРОКУДИН

При выбранных параметрах материала и геометрии получаем, что для обеспече-
ния начала пластического течения необходимо принимать: ψmax > 1, 123 в случае
плоских деформируемых состояний; ψmax > 1, 116 — в случае обобщённых плоских
деформируемых состояний. Далее в расчётах в качестве ψmax принимались значения
больше приведённых с той целью, что бы область пластического течения заведомо
присутствовала, а так же что бы наблюдалось повторное пластическое течение там,
где это возможно. Для этого принималось ψmax = 1, 7.

Плоская деформация
Пластичность. Для целей сравнения первоначально отметим основные качествен-

ные особенности решения задачи без учёта ползучести материала. Примем в соотно-
шении (6) скорости деформаций ползучести равными нулю: εvrr = εvϕϕ = εvzz = 0.

Пусть t∗ = 1 час. При указанных параметрах задачи область пластического те-
чения развивается от внутренней границы деформируемого слоя ξ = ξ0. Упругопла-
стическая граница продвигается к внешней граничной поверхности ξ = 1. После до-
стижения своего максимального положения продвижение границы останавливается.
Впоследствии наблюдается снижение интенсивности напряжений за счёт накопления
необратимых деформаций, и в итоге напряжения достигают значения Σ̃ = 1. После
этого на внешней границе пластической области зарождается разгружающая упруго-
пластическая граница, быстро достигающая внутренней граничной поверхности слоя
ξ = ξ0.

При разгрузке, когда угловая скорость вращения уменьшается, происходит повтор-
ное (обратное) пластическое течение. Оно возникает на внутренней граничной по-
верхности ξ = ξ0 и развивается, охватывая область, примыкающую к этой граничной
поверхности. Исчезновение области пластического течения связано с разгружающей
упругопластической границей, возникающей в некоторый последующий момент вре-
мени в месте остановившейся первоначальной упругопластической границы и распро-
страняющийся к границе ξ = ξ0 деформируемого материала.

Отмечаемые качественные особенности решения являются результатами расчётов,
когда t∗ = 1 час. Они так же соответствуют расчётам для случая t∗ = 10 минут.
В случае t∗ = 1 минута наблюдаются небольшие отличия при повторном пластиче-
ском течении. При t∗ = 10 секунд область пластического течения не успевает до-
стигнуть своего максимального размера до начала стадии разгрузки, что приводит к
немного меньшим значениям накопленных необратимых деформаций и небольшому
уменьшению области повторного пластического течения. При t∗ = 1 секунда интен-
сивности напряжений не успевают перераспределиться до начала стадии разгрузки,
что приводит к значительному уменьшению размера области пластического течения
и, соответственно, значительному уменьшению накопленных необратимых деформа-
ций (чуть более чем в два раза). В связи с этим на стадии разгрузки интенсивности
напряжений не достигают критических значений и область повторного пластического
течения не появляется. Итоговые распределения интенсивностей напряжений пред-
ставлено рис. 1a.

При увеличении скорости вращения до ψmax = 2, 0 область пластического течения
распространяется на весь деформируемый слой. При этом после достижения мак-
симальной скорости вращения не наблюдается снижения интенсивностей напряже-
ний. Во всём деформируемом слое они принимают значения Σ̃ > 1. Вследствие этого
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Рис. 1. Напряжённо-деформированное состояние (НДС) слоя в случае плоской деформации
при t∗ = 1 час: (a) интенсивности напряжений в моменты времени t̃2 и t̃4. Σpl — без ползуче-
сти; Σcr — с учётом ползучести; (b) остаточные необратимые деформации в слое: pplij — без
учёта ползучести; pcrij — с учётом ползучести.

происходит интенсивное накопление необратимых деформаций на протяжении все-
го процесса. Однако это не оказывает сильного влияния на характер распределения
остаточных напряжений в слое.

При скоростях вращения ψmax < 1, 6 область повторного пластического течения не
появляется.
Ползучесть. Изучим влияние ползучести материала на его деформирование

в этом случае. Примем, что скорости деформаций ползучести в формуле (6) опре-
деляются из соотношений (8).

Первоначальная область пластического течения распространяется почти на ту же
область, что и в предыдущем случае. Однако после этого на месте нагружающей
упругопластической границы зарождается разгружающая упругопластическая гра-
ница. В итоге после сокращения размера области пластического течения почти на
треть данная граница останавливается. В отличии от предыдущего случая, интен-
сивности напряжений внутри оставшейся области пластического течения перестают
уменьшаться. Что в свою очередь приводит к постоянному накоплению пластических
деформаций внутри данной области до самого момента начала разгрузки. Тем вре-
менем происходит постепенное уменьшение интенсивностей напряжений вне области
пластического течения, пока они не достигнут определённого значения. Такое пове-
дение характерно для случаев t∗ = 1 час и t∗ = 10 минут. В случаях t∗ = 1 минута
и t∗ = 10 секунд напряжения не успевают релаксировать до того же значения. При
t∗ = 1 секунда область пластического течения не успевает распространиться до своего
максимального размера до начала стадии разгрузки.

На стадии разгрузки появляется область повторного пластического течения (за ис-
ключением случая t∗ = 1 секунда). Однако чем больше значение t∗, тем меньше макси-
мальный размер данной области. После достижения своего максимального размера,
область повторного пластического течения начинает уменьшаться, пока полностью
не исчезнет. После окончания пластического течения релаксация напряжений во всём
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Рис. 2. НДС слоя в случае обобщённой плоской деформации при t∗ = 1 час: (a) интенсивности
напряжений в моменты времени t̃2 и t̃4. Σpl — без ползучести; Σcr — с учётом ползучести;
(b) остаточные необратимые деформации в слое: ppl — без учёта ползучести; σcr

ij — с учётом
ползучести.

деформируемом слое продолжается. При этом значения перемещений и необратимых
деформаций остаются неизменными.

Обобщённая плоская деформация
Пластичность. Исключим влияние ползучести, полагая εvrr = εvϕϕ = εvzz = 0.

Наблюдается картина, схожая со случаем плоской деформации. Только области пла-
стического течения, как первичная, так и вторичная, достигают большего размера.
Для случаев, когда протяженность процесса составляет t∗ = 1 секунда и t∗ = 10 се-
кунд, область пластического течения не успевает достигнуть своего максимального
размера до начала стадии разгрузки. Соответственно повторное пластическое тече-
ние занимает чуть меньшую область при t∗ = 10 секунд и вовсе не появляется при
t∗ = 1 секунда. При остальных временных промежутках наблюдаются одинаковые
результаты. Распределения интенсивностей напряжений представленны на рисунке
2a.
Ползучесть. Изучим влияние ползучести материала на его деформирование в дан-

ном случае. Скорости деформаций ползучести зададим в соответствии с (8). Зарож-
дение области пластического течения так же происходит на внутренней граничной по-
верхности ξ = ξ0. Упругопластическая граница продвигается в направлении свободной
граничной поверхности ξ = 1. Однако она останавливается раньше, чем в рассмот-
ренном ранее случае. Причём, чем больше рассматриваемый промежуток времени,
тем на меньшую область распространяется пластическое течение. За исключением
случаев t∗ = 1 секунда и t∗ = 10 секунд, когда пластическая граница не успевает
достигнуть своего максимального положения до начала стадии разгрузки.

Также после остановки упругопластической границы на её месте рождается раз-
гружающая упругопластическая граница и движется в направлении внутренней гра-
ничной поверхности ξ = ξ0. После достижения определённого положения движение
разгружающей границы практически прекращается. В оставшейся области пластиче-
ского течения интенсивности напряжений принимают значения Σ̃ > 1, что приводит
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к постоянному пластическому течению. В случае t∗ = 1 минута разгружающая гра-
ница не успевает дойти до заданного положения до начала стадии разгрузки.

На стадии разгрузки появляется повторное пластическое течение во всех случаях,
кроме случая t∗ = 1 секунда. Отметим, что чем больше продолжительность, тем
меньше область повторного пластического течения. После снятия нагрузки значения
необратимых деформаций и перемещений не меняются, в то время как напряжения
постепенно релаксируют.
Заключение
На основе вышесказанного можно сделать вывод, что при нагрузке ползучесть при-

водит к небольшому перераспределению напряжений в слое (их оттоку от внешней
границы слоя к внутренней границе) и непрерывному росту перемещений и необра-
тимых деформаций. Причём в случае небольших увеличений нагрузки сверх крити-
ческой (при которой начинается пластическое течение) происходит резкое увеличение
скорости роста необратимых деформаций. Что касается релаксации напряжений по-
сле снятия нагрузки, она происходит, но с малой скоростью. При этом перемещения
остаются, можно сказать, неизменными, когда необратимые деформации еле заметно
уменьшаются.

Так же следует отметить, что перераспределение напряжений при ползучести при-
водит к уменьшению области как исходного пластического течения, так и повторного.
Также увеличиваются напряжения на внутренней границе, что приводит в некоторых
случаях к их увеличению и поддерживанию выше поверхности нагружения и, соот-
ветственно, постоянному накоплению пластических деформаций рядом с внутренней
границей. В то время как без учёта ползучести, при использовании модели вязкопла-
стичности, напряжения со временем сходят с поверхности нагружения и пластическое
течение прекращается (за исключением случая, когда пластическое течение распро-
страняется на всю область).

*Авторы выражают благодарность Буренину Анатолию Александровичу за неиз-
менное внимание к работе и высказанные замечания по её результатам.
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CREEP AND PLASTIC FLOW IN ROTATING HOLLOW CYLINDER
Institute of machinery and metallurgy of Far Eastern Branch of theRAS, Komsomolsk-on-Amur,

Russia

Abstract. Deformation of a rotating hollow cylinder made of material with elastic, plastic and
creep properties is studied. Cylinders with fixed and free ends are considered. It is assumed that
strains in cylinder are small. Angular velocity firstly increases gradually from zero to specified
maximum value. After that, it is maintained constant for some time interval. Finally, angular
velocity decreases gradually until the cylinder stands still. It is supposed that the rotation speed
varies slowly with time, so angular acceleration may be neglected. Initially, irreversible strains are
caused only by the creep of the material but at a certain value of angular velocity the plastic region
appears and develops in the cylinder. After that, an unloading elastoplastic boundary arises. The
region of plastic flow decreases with the advancement of this boundary surface in media. Elastic-
plastic boundaries are the place where the mechanism of production of irreversible deformations
changes. The constitutive system of equations is solved by using the finite difference method.
The results of numerical calculations including stress relaxation after stand-still of a cylinder are
presented and analyzed.
Keywords: rotating cylinder, hollow cylinder, small strain, viscoplasticity, creep, plain strain,
generalized plain strain.
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