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Аннотация. Неплотно связанные сыпучие среды находят широкое применение в строи-
тельстве. Важнейшее качество сыпучих сред — их пористость и необратимая сжимаемость
(разрыхляемость) при течении. В работе рассматриваются течения необратимо сжимаемых
неплотно связанных сред Кулона—Мора и обобщенных идеально пластических тел Прандт-
ля, характеризующихся наличием определяющей зависимости между максимальным каса-
тельным напряжением и средним (точно медианным) напряжением. Для сред Кулона—Мора
указанная зависимость является линейной. Промежуточное главное нормальное напряжение
не оказывает при этом никакого влияния на текучесть. Исследование ограничивается состоя-
ниями (гранями) условия текучести, уравнения которых в пространстве главных напряжений
Хея—Вестергарда явно не содержат промежуточное главное нормальное напряжение. В этом
случае, который реализуется, в частности, в условиях плоских течений удается установить ги-
перболичность системы дифференциальных уравнений кинематики. Данная система диффе-
ренциальных уравнений формулируется в криволинейной координатной сетке, определяемой
главными направлениями приращения тензора деформации. В качестве метода исследования
выбран метод асимптотических директоров. Рассматриваются также кинематические урав-
нения в общем трехмерном случае.

Ключевые слова: среда Кулона—Мора, идеально пластическое тело Прандтля, пористость,
сжимаемость, главное напряжение, асимптотические директоры, сопряженные директоры,
течение, кинематика, гиперболичность

DOI: 10.26293/chgpu.2019.42.4.006

УДК: 539.374

© РадаевЮ. Н., 2019
Радаев Юрий Николаевич
e-mail: radayev@ipmnet.ru, y.radayev@gmail.com, доктор физико-математических наук, про-
фессор, ведущий научный сотрудник, Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского
РАН, г. Москва, Россия.

Работа выполнена по теме государственного задания (№ госрегистрации AAAA-A17-
117021310381-8) и при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (проект №18-01-00844 „Моделирование термомеханических процессов в
сложных средах с помощью принципа термомеханической ортогональности“).

Поступила 01.10.2019
56



ОБ ОДНОЙ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ПЛОСКИХ НЕОБРАТИМО ... 57

1. Предварительные сведения и вводные замечания. Сыпучие среды (пески, грун-
ты, гранулированные среды) состоят из множества отдельных однородных частиц,
которые могут взаимодействовать друг с другом. Такие среды способны сопротив-
ляться исключительно сжимающим нормальным напряжениям и не оказывают ника-
кого сопротивления растягивающим. Строительство дорог и железнодорожных путей,
производство бетона, разного рода строительные работы не обходятся без сыпучих ма-
териалов. Например, песок широко применяется в строительных работах в качестве
основания под фундаменты, для изготовления различных строительных материалов,
бетонов и растворов, в дорожном строительстве. Важнейшее качество песка — его по-
ристость. Песок легко переходит из рыхлого в плотное состояние при водонасыщении,
а также вибрационном воздействии.

Среда Кулона—Мора, характеризующаяся взаимным трением и сцеплением эле-
ментов, является основной континуальной моделью механики сыпучих сред и тра-
диционно рассматривается как важнейшее обобщение модели идеально пластической
среды. В теориях, основанных на критерии Кулона—Мора, условие начала течения
представляет собой набор линейных соотношений, связывающих между собой глав-
ные нормальные напряжения, причем „промежуточное“ главное напряжение никак
не влияет на это условие. Критерий Кулона—Мора, следовательно, связывает меж-
ду собой максимальное и минимальное главные напряжения. Можно показать также,
что он выражается через касательное и нормальное напряжения, действующие на
элементарном плоском элементе, вдоль которого осуществляется скольжение одной
части массива неплотно связанной среды относительно другой его части.

Математическое моделирование течений сыпучих сред традиционно выполняется
средствами математической теории пластичности (см. [1–9]). Обозначим через σ трех-
мерный тензор напряжений Коши. Симметрия тензора напряжений обеспечивает воз-
можность его спектрального представления:

σ = σ1l⊗ l + σ2m⊗m + σ3n⊗ n, (1)

где l, m, n— ортонормированный базис из собственных векторов тензора напряжений
σ; σ1, σ2, σ3 — главные нормальные напряжения (собственные значения тензора на-
пряжений). Собственные векторы указывают направления главных осей напряжений.

В механике идеально пластических и обобщенных идеально пластических тел осо-
бую роль играют промежуточное главное нормальное напряжение и максимальное
(минимальное) главное нормальное напряжение. Занумеруем главные оси тензора
напряжений так, чтобы для актуального напряженного состояния соответствующие
главные нормальные напряжения σ1, σ2, σ3 расположились бы в порядке убывания

σ1 ≥ σ2 ≥ σ3. (2)

В результате несложных рассуждений получается следующая математическая фор-
ма критерия Кулона—Мора (см., например, [10, 11]):

σ1 − σ3
2

= c cos γ − sin γ
σ1 + σ3

2
, (3)

где c, γ — определяющие постоянные.
Вводя максимальное касательное τmax и среднее (медианное) s напряжения соглас-

но

τmax =
σ1 − σ3

2
, (4)
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s =
σ1 + σ3

2
, (5)

имеем также
τmax = c cos γ − sin γs. (6)

Отметим еще одну форму критерия Кулона—Мора (3) для сыпучих сред с трением
и сцеплением, напоминающую по форме критерий текучести Треска, широко распро-
страненный в механике идеально пластического тела:

σ1 − aσ3 = 2k. (7)

Здесь материальные постоянные a и k связаны с c и γ соотношениями

a =
1− sin γ

1 + sin γ
, k =

c cos γ

1 + sin γ
.

Таким образом, сыпучая среда Кулона—Мора в рамках теории течения идеально
пластических сред определяется кусочно-линейной функцией текучести

f(σ1, σ2, σ3) = σ1 − aσ3 (σ1 ≥ σ2 ≥ σ3). (8)

Если в среде отсутствует внутреннее трение (γ → 0), то a → 1, k → c и критерий
текучести Кулона—Мора переходит в критерий максимального касательного напря-
жения Треска

σ1 − σ3 = 2k. (9)
Из (7) следует формулировка критерия предельного состояния идеально сыпучей

среды, т.е. среды с нулевым внутренним сцеплением (c = 0), принадлежащая Мору:
σ1
σ3

= a. (10)

Дальнейшее обобщение модели сыпучей среды Кулона—Мора было выполнено в
работах Л. Прандтля; зависимость максимального касательного напряжения от ме-
дианного напряжения задается следующей максимально общей зависимостью:

τmax = f(s). (11)

2. Трехмерные кинематические соотношения для течений необратимо сжимаемых
неплотно связанных сред. Введем в рассмотрение приращение вектора перемещения
du и приращение тензора деформации dε. Полная кинематическая картина сжимае-
мых течений сред Кулона—Мора и обобщенных идеально пластических тел Прандтля
в предельном состоянии систематическим образом строится на основе развитых в [10–
12] представлений об асимптотических направлениях, сопряженных направлениях и
о мгновенно нерастяжимых линейных элементах. В частности, в двумерных зада-
чах (индекс 2 соответствует направлению, ортогональному плоскости течения), при
постановке которых условие dε2 = 0 заведомо удовлетворяется, можно как мы уви-
дим ниже достаточно просто установить гиперболичность дифференциальных урав-
нений, характеризующих кинематику течения, и получить соотношения для прира-
щений перемещений du вдоль линий, касающихся мгновенно нерастяжимых дирек-
торов. В плоских течениях мгновенно нерастяжимые директоры будут одновременно
указывать характеристические направления системы дифференциальных уравнений
кинематики. Изложение в существенных своих чертах буде опираться на представ-
лениях основных соотношений в изостатических координатных сетках. Относящиеся
к указанным представлениям результаты были получены (а затем систематически
использовались) в монографиях [8], [9].



ОБ ОДНОЙ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ПЛОСКИХ НЕОБРАТИМО ... 59

Прежде всего мы рассмотрим некоторые основные кинематические соотношения
в общем трехмерном случае, а затем получим их более простые двумерные вариан-
ты. Такой подход выглядит не только систематическим, но и весьма полезным как
демонстрация вывода двумерных уравнений, исходя из точных двумерных.

Соотношения Коши, связывающие приращение тензора деформации dε с прираще-
нием вектора перемещений du, имеют форму прямого тензорного уравнения

2dε = (∇⊗ du) + (∇⊗ du)T . (1)

Приращения перемещений du можно представить в виде разложения по векторам
локального ортонормированного базиса в пространстве l, m, n

du = ldu<1> + mdu<2> + ndu<3>. (2)

Здесь величины du<j> не являются действительными приращениями, а служат для
обозначения физических компонент вектора du в триортогональной изостатической
координатной сетке. Тем не менее, о величинах du<j> мы будем говорить как о при-
ращениях перемещений, помня однако, что они таковыми в действительности не яв-
ляются.

Трехмерный оператор Гамильтона∇, как нетрудно установить, в триортогональной
изостатической системе координат ξ1, ξ2, ξ3 определяется согласно (hj —параметры
Ламе координатной системы)

∇ = l
1

h1

∂

∂ξ1
+ m

1

h2

∂

∂ξ2
+ n

1

h3

∂

∂ξ3
. (3)

Градиент приращения вектора перемещения ∇ ⊗ du на основании формулы (2)
вычисляется в виде:

∇⊗ du = l⊗∇du<1> + m⊗∇du<2> + n⊗∇du<3>+
+ (du<1>)∇⊗ l + (du<2>)∇⊗m + (du<3>)∇⊗ n.

(4)

Градиенты от физических компонент приращения вектора перемещений находятся
следующим образом

∇du<1> = l
1

h1

∂du<1>

∂ξ1
+ m

1

h2

∂du<1>

∂ξ2
+ n

1

h3

∂du<1>

∂ξ3
,

∇du<2> = l
1

h1

∂du<2>

∂ξ1
+ m

1

h2

∂du<2>

∂ξ2
+ n

1

h3

∂du<2>

∂ξ3
,

∇du<3> = l
1

h1

∂du<3>

∂ξ1
+ m

1

h2

∂du<3>

∂ξ2
+ n

1

h3

∂du<3>

∂ξ3

(5)

или, вводя операторы дифференцирования вдоль координатных направлений

d1 = l ·∇, d2 = m ·∇, d3 = n ·∇, (6)

можно соотношения (5) переписать в несколько более компактной форме

∇du<1> = l(d1du<1>) + m(d2du<1>) + n(d3du<1>),
∇du<2> = l(d1du<2>) + m(d2du<2>) + n(d3du<2>),
∇du<1> = l(d1du<3>) + m(d2du<3>) + n(d3du<3>).

(7)
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Воспользуемся далее формулами для частных производных от базисных векторов
l, m, n по криволинейным координатам ξ1, ξ2, ξ3:

∂l

∂ξ1
= − 1

h2

∂h1
∂ξ2

m− 1

h3

∂h1
∂ξ3

n = −(d2h1)m− (d3h1)n,

∂l

∂ξ2
=

1

h1

∂h2
∂ξ1

m = (d1h2)m,

∂l

∂ξ3
=

1

h1

∂h3
∂ξ1

n = (d1h3)n;

(8)

∂m

∂ξ1
=

1

h2

∂h1
∂ξ2

l = (d2h1)l,

∂m

∂ξ2
= − 1

h1

∂h2
∂ξ1

l− 1

h3

∂h2
∂ξ3

n = −(d1h2)l− (d3h2)n,

∂m

∂ξ3
=

1

h2

∂h3
∂ξ2

n = (d2h3)n;

(9)

∂n

∂ξ1
=

1

h3

∂h1
∂ξ3

l = (d3h1)l,

∂n

∂ξ2
=

1

h3

∂h2
∂ξ3

m = (d3h2)m,

∂n

∂ξ3
= − 1

h1

∂h3
∂ξ1

l− 1

h2

∂h3
∂ξ2

m = −(d1h3)l− (d2h3)m;

(10)

в результате приходим к следующим представлениям для градиентов единичных век-
торов локального базиса:

∇⊗ l = − 1

h1
(d2h1) l⊗m− 1

h1
(d3h1) l⊗ n+

+
1

h2
(d1h2)m⊗m +

1

h3
(d1h3)n⊗ n,

∇⊗m =
1

h1
(d2h1) l⊗ l− 1

h2
(d1h2)m⊗ l−

− 1

h2
(d3h2)m⊗ n +

1

h3
(d2h3)n⊗ n,

∇⊗ n =
1

h1
(d3h1)l⊗ l +

1

h2
(d3h2)m⊗m−

− 1

h3
(d1h3)n⊗ l− 1

h3
(d2h3)n⊗m.

(11)
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С помощью (7) и (11) градиент приращения вектора перемещения ∇⊗ du, данный
формулой (4), находится в виде

∇⊗ du = l⊗ l

[
1

h1
(d2h1)du<2> +

1

h1
(d3h1)du<3> + d1du<1>

]
+

+m⊗m

[
1

h2
(d1h2)du<1> +

1

h2
(d3h2)du<3> + d2du<2>

]
+

+n⊗ n

[
1

h3
(d1h3)du<1> +

1

h3
(d2h3)du<2> + d3du<3>

]
+

+l⊗m

[
− 1

h1
(d2h1)du<1> + d2du<1>

]
+

+l⊗ n

[
− 1

h1
(d3h1)du<1> + d3du<1>

]
+

+m⊗ l

[
− 1

h2
(d1h2)du<2> + d1du<2>

]
+

+m⊗ n

[
− 1

h2
(d3h2)du<2> + d3du<2>

]
+

+n⊗ l

[
− 1

h3
(d1h3)du<3> + d1du<3>

]
+

+n⊗m

[
− 1

h3
(d2h3)du<3> + d2du<3>

]
.

(12)

Транспонировав уравнение (12), находим

(∇⊗ du)T = l⊗ l

[
1

h1
(d2h1)du<2> +

1

h1
(d3h1)du<3> + d1du<1>

]
+

+m⊗m

[
1

h2
(d1h2)du<1> +

1

h2
(d3h2)du<3> + d2du<2>

]
+

+n⊗ n

[
1

h3
(d1h3)du<1> +

1

h3
(d2h3)du<2> + d3du<3>

]
+

+m⊗ l

[
− 1

h1
(d2h1)du<1> + d2du<1>

]
+

+n⊗ l

[
− 1

h1
(d3h1)du<1> + d3du<1>

]
+

+l⊗m

[
− 1

h2
(d1h2)du<2> + d1du<2>

]
+

+n⊗m

[
− 1

h2
(d3h2)du<2> + d3du<2>

]
+

+l⊗m

[
− 1

h3
(d1h3)du<3> + d1du<3>

]
+

+m⊗ n

[
− 1

h3
(d2h3)du<3> + d2du<3>

]
.

(13)
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Подставляя далее выражения (12) и (13) в соотношения Коши (1), приходим к
следующему представлению:

dε = l⊗ l

[
1

h1
(d2h1)du<2> +

1

h1
(d3h1)du<3> + d1du<1>

]
+

+m⊗m

[
1

h2
(d1h2)du<1> +

1

h2
(d3h2)du<3> + d2du<2>

]
+

+n⊗ n

[
1

h3
(d1h3)du<1> +

1

h3
(d2h3)du<2> + d3du<3>

]
+

+
1

2
l⊗m

[
− 1

h1
(d2h1)du<1> + d2du<1> −

1

h2
(d1h2)du<2> + d1du<2>

]
+

+
1

2
l⊗ n

[
− 1

h1
(d3h1)du<1> + d3du<1> −

1

h3
(d1h3)du<3> + d1du<3>

]
+

+
1

2
m⊗ l

[
− 1

h1
(d2h1)du<1> + d2du<1> −

1

h2
(d1h2)du<2> + d1du<2>

]
+

+
1

2
m⊗ n

[
− 1

h2
(d3h2)du<2> + d3du<2> −

1

h3
(d2h3)du<3> + d2du<3>

]
+

+
1

2
n⊗ l

[
− 1

h1
(d3h1)du<1> + d3du<1> −

1

h3
(d1h3)du<3> + d1du<3>

]
+

+
1

2
n⊗m

[
− 1

h2
(d3h2)du<2> + d3du<2> −

1

h3
(d2h3)du<3> + d2du<3>

]
.

Последнюю формулу можно несколько упростить, вводя нормальные кривизны κij
(κij —кривизна проекции изостаты с номером i, причем проектирование осуществля-
ется параллельно главному направлению j на плоскость, ортогональную этому на-
правлению) в соответствии с

d1h3 = h3κ32,
d1h2 = h2κ23,

d2h3 = h3κ31,
d2h1 = h1κ13,

d3h2 = h2κ21,
d3h1 = h1κ12.

(14)

В результате получим следующие выражения для физических компонент тензора dε
в криволинейных координатах ξ1, ξ2, ξ3:

dε<11> = κ13du<2> + κ12du<3> + d1du<1>,

dε<22> = κ23du<1> + κ21du<3> + d2du<2>,

dε<33> = κ32du<1> + κ31du<2> + d3du<3>,

dε<12> = −κ13du<1> − κ23du<2> + d2du<1> + d1du<2>,

dε<13> = −κ12du<1> − κ32du<3> + d3du<1> + d1du<3>,

dε<23> = −κ21du<2> − κ31du<3> + d3du<2> + d2du<3>.

(15)

Здесь dε<ij> действительными приращениями не являются; dε<ij> —физические ком-
поненты тензора dε в криволинейных координатах ξ1, ξ2, ξ3, т.е.

dε = l⊗ ldε<11> + l⊗mdε<12> + l⊗ ndε<13>+
+m⊗mdε<22> + m⊗ ldε<21> + m⊗ ndε<23>+

+n⊗ ndε<33> + n⊗ ldε<31> + n⊗mdε<32>.
(16)

Заметим, что можно также ввести в рассмотрение кривизны kij (kij —нормальная
кривизна изостатической траектории с номером i на координатной поверхности ξj =
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const), поскольку легко устанавливаются соотношения

κ12 = k13, κ13 = k12,

κ21 = k23, κ23 = k21,

κ31 = k32, κ32 = k31.

Если заметить, что в криволинейных координатах ξ1, ξ2, ξ3 только диагональные
компоненты тензора dε отличны от нуля, то полученная выше формула для прира-
щения тензора деформации приводит к следующим шести соотношениям:

dε1 =
1

h1
(d2h1)du<2> +

1

h1
(d3h1)du<3> + d1du<1>, (17)

dε2 =
1

h2
(d1h2)du<1> +

1

h2
(d3h2)du<3> + d2du<2>, (18)

dε3 =
1

h3
(d1h3)du<1> +

1

h3
(d2h3)du<2> + d3du<3>, (19)

− 1

h1
(d2h1)du<1> + d2du<1> −

1

h2
(d1h2)du<2> + d1du<2> = 0, (20)

− 1

h1
(d3h1)du<1> + d3du<1> −

1

h3
(d1h3)du<3> + d1du<3> = 0, (21)

− 1

h2
(d3h2)du<2> + d3du<2> −

1

h3
(d2h3)du<3> + d2du<3> = 0. (22)

Они естественно распадаются на две группы по три соотношения: первая группа
определяет главные приращения деформации, вторая — выражает соосность тензора
напряжений σ и приращения тензора деформаций dε.

Вводя кривизны в соотношения (17)–(22) согласно (14), получим (см. также (15))

dε1 = κ13du<2> + κ12du<3> + d1du<1>, (23)

dε2 = κ23du<1> + κ21du<3> + d2du<2>, (24)

dε3 = κ32du<1> + κ31du<2> + d3du<3>, (25)

−κ13du<1> − κ23du<2> + d2du<1> + d1du<2> = 0, (26)

−κ12du<1> − κ32du<3> + d3du<1> + d1du<3> = 0, (27)

−κ21du<2> − κ31du<3> + d3du<2> + d2du<3> = 0. (28)

Все полученные выше соотношения наиболее компактно представляются в матрич-
ной форме:  dε1

dε2
dε3

 =

 d1 κ13 κ12
κ23 d2 κ21
κ32 κ31 d3

 du<1>

du<2>

du<3>

 , (29)

 −κ13 + d2 −κ23 + d1 0
−κ12 + d3 0 −κ32 + d1

0 −κ21 + d3 −κ31 + d2

 du<1>

du<2>

du<3>

 = 0. (30)
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3. Переход к двумерному случаю. Кинематика плоского необратимо сжимаемого
течения. С этого момента, предположим, что течение является плоским (плоскость
течения ортогональна направлению 2). Нетрудно заметить, что переход от трехмер-
ных уравнений к двумерным в данных в предыдущем разделе работы матричных
кинематических соотношениях очень просто выполняется, если учесть, что

du<2> = 0, dε2 = 0, d2 = 0, κ23 = 0, κ21 = 0, κ13 = 0, κ31 = 0.

Удобно также ввести сокращенные обозначения для кривизн изостатических тра-
екторий в плоскости течения

κ1 = κ12, κ3 = κ32.

В итоге приходим к с следующим матричным соотношениям: dε1
0
dε3

 =

 d1 0 κ1
0 0 0
κ3 0 d3

 du<1>

0
du<3>

 , (1)

 0 d1 0
−κ1 + d3 0 −κ3 + d1

0 d3 0

 du<1>

0
du<3>

 = 0. (2)

Отделяя в (1) и (2) независимые уравнения, имеем(
dε1
dε3

)
=

(
d1 0 κ1
κ3 0 d3

)(
du<1>

du<3>

)
, (3)

(−κ1 + d3)du<1> + (−κ3 + d1)du<3> = 0. (4)
Матричное уравнение (3) представлет собой запись соотношений Коши в плоском

случае в изостатической координатной сетке. Уравнение (4) выражает то обстоятель-
ство, что тензор напряжений и приращение тензора деформации имеют одинаково
ориентированные в плоскости течения главные оси. К этому уравнению необходи-
мо присоединить еще одно кинематическое соотношение с тем, чтобы получить за-
мкнутую систему дифференциальных уравнений относительно физических компо-
нент du<1>, du<3> приращения вектора перемещений. Таким соотношением может,
например, выступать следующее, уравнение, связывающее главные приращения де-
формации dε1, dε2, dε3:

dε2 = sin2
88ι

2
dε1 + cos2

88ι

2
dε3. (5)

В изотропных средах можно вести речь о, по крайней мере, одном общем триэдре
главных осей тензоров σ и dε, следовательно, спектральное представление прираще-
ния тензора деформации лучше всего взять в форме

dε = l⊗ l(dε1) + m⊗m(dε2) + n⊗ n(dε3), (6)

где l, m, n— ортонормированный базис из собственных векторов, общих как для тен-
зора напряжений σ, так и для приращения тензора деформации dε; dε1, dε2, dε3 —
главные приращения (пластической) деформации (собственные значения тензора dε).
Для течений, для которых второй главной оси соответствуют промежуточные глав-
ное нормальное напряжение и главное приращение деформации, мы введем особую
нумерацию осей главного триэдра так, чтобы наряду с (2) выполнялись неравенства

dε1 ≥ dε2 ≥ dε3. (7)
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Далее можно ввести понятие об асимптотических директорах инкремента тензора
деформации dε и указать его представление в асимптотических директорах 88l, 88n
(см. [10–12]):

dε = I(dε2) + (dε1 − dε3)sym (88l⊗ 88n). (8)

Угол между асимптотическими директорами 88l, 88n вычисляется с помощью кинема-
тического параметра Лоде

cos 88ι = −ν, (9)

где

ν =
2dε2 − dε1 − dε3

dε1 − dε3
. (10)

С учетом кинематического ограничения dε2 = 0 соотношение (5) будет иметь вид

sin2
88ι

2
dε1 + cos2

88ι

2
dε3 = 0. (11)

Подставляя в это уравнение главные приращения деформаций из (3), получим диф-
ференциальное уравнение

sin2
88ι

2
(d1du<1> + κ1du<3>) + cos2

88ι

2
(d3du<3> + κ3du<1>) = 0. (12)

Таким образом разыскиваемая замкнутая система уравнений относительно прира-
щений перемещений состоит из (4) и (12):

(−κ1 + d3)du<1> + (−κ3 + d1)du<3> = 0,

sin2
88ι

2
(d1du<1> + κ1du<3>) + cos2

88ι

2
(d3du<3> + κ3du<1>) = 0.

(13)

Напомним, что в случае течения среды Кулона—Мора угол 88ι (как, впрочем, и для
любых других идеально пластических сред, характеризующихся кусочно-линейным
условием текучести) будет постоянным, поскольку

cos 88ι =
1− a
1 + a

.

В стандартных обозначениях теории поля система дифференциальных уравнений
(13) имеет следующий вид:

(−κ1 + n ·∇)du<1> + (−κ3 + l ·∇)du<3> = 0,

sin2
88ι

2
((l ·∇)du<1> + κ1du<3>) + cos2

88ι

2
((n ·∇)du<3> + κ3du<1>) = 0.

(14)

Выделим главную часть последней системы:

(n ·∇)du<1> + (l ·∇)du<3> + · · · = 0,

sin2
88ι

2
(l ·∇)du<1> + cos2

88ι

2
(n ·∇)du<3> + · · · = 0.

(15)

Ее структура позволяет заключить, что система дифференциальных уравнений (14)
принадлежит к гиперболическому аналитическому типу. Действительно, обозначая
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через N<1>, N<3> компоненты единичного вектора, ортогонального к кривой слабо-
го разрыва приращений перемещений, построим характеристический определитель и
рассмотрим характеристическое уравнение∣∣∣∣∣ N<3> N<1>

sin2
88ι

2
N<1> cos2

88ι

2
N<3>

∣∣∣∣∣ = 0.

Характеристическое уравнение, вместе с условием нормировки

N2
<1> +N2

<3> = 1

позволяет определить в точности два вещественных характеристических направления
в плоскости течения. Нетрудно видеть, что характеристические направления совпа-
дают с направлениями сопряженных директоров ′′l, ′′n. Сопряженные директоры—
два направления в плоскости, ортогональной второй главной оси тензора dε, которые
ортогональны направлениям асимптотических директоров 88l, 88n. Директор ′′l орто-
гонален асимптотическому директору 88n, а директор ′′n ортогонален 88l:

88n · ′′l = 0, 88l · ′′n = 0. (16)

Если смотреть на плоскость, ортогональную второму главному направлению, со сто-
роны оперения вектора m, то директор ′′l получается в результате поворота собствен-

ного вектора l в указанной плоскости на угол
π − 88ι

2
по ходу часовой стрелки, а ди-

ректор ′′n—поворотом вектора l на тот же угол против хода часовой стрелки.
Таким образом, можно констатировать, что кинематика сред Кулона—Мора и обоб-

щенных идеально пластических тел Прандтля моделируется гиперболической систе-
мой дифференциальных уравнений в частных производных, характеристические на-
правления которой совпадают с направлениями сопряженных директоров прираще-
ния тензора деформации.

4. Основные результаты и выводы. 1. Обсуждаются и развиваются понятия об
асимптотических директорах симметричного тензора напряжений и приращения тен-
зора деформации, а также об ортогональных им направлениях (определяющих ори-
ентацию сопряженных директоров).

2. Предложена новая схема моделирования сжимаемых течений сред Кулона—Мора
и обобщенных пластических тел Прандтля, основанная на представлении об асимп-
тотических направлениях приращения тензора деформации.

3. Исследованы трехмерные кинематические уравнения, пригодные для описания
течений необратимо сжимаемых сред. Найдены удобные матричные формы кинема-
тических уравнений.

4. В случае плоских сжимаемых течений получена замкнутая система кинемати-
ческих уравнений, в которую входит угол между асимптотическими направлениями
приращения тензора деформации.

5. Замкнутая система дифференциальных уравнений кинематики классифициру-
ется как гиперболическая. Установлено, что характеристические направления ука-
занной системы совпадают с направлениями сопряженных директоров приращения
тензора деформации.
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