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Аннотация. В работе исследовано кручение неоднородных стержней из идеального жест-
копластического материала. Получены интегралы, определяющие напряженное и деформи-
рованное состояния цилиндрического стержня при линеаризованном условии пластичности.
Построено поле характеристик основных соотношений, найдены линии разрыва напряжений.
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Введение. Кручение представляет собой один из видов деформации тел, харак-
теризующийся взаимным поворотам его поперечных сечений под влиянием момен-
тов, действующих в этих сечениях. Кручение стержней довольно часто встречается
в инженерной практике, особенно в машиностроении. Теория кручения изотропных
и анизотропных стержней из идеального жесткопластического материала изложена в
работах [1, 2, 3, 4]. Переход к случаю стержня из неоднородного материала приводит
к определенным трудностям: задачу в общем случае невозможно проинтегрировать.
Отдельные случаи кручения неоднородных и составных стержней рассмотрены в ра-
ботах [5, 6, 7].
Основные результаты. Соотношения теории кручения неоднородных стержней

из идеального жесткопластического материала могут быть записаны в виде:

σx = σy = σz = τxy = 0,

τxz = τxz(x, y), τyz = τyz(x, y);
(1)
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— уравнение равновесия:
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0; (2)

— условие пластичности:

(τxz −K1)
2 + (τyz −K2)

2 = k0; (3)

— соотношения ассоциированного закона пластического течения:
εxz

τxz −K1
=

εyz
τyz −K2

, εx = εy = εz = εxy = 0, (4)

где σij — компоненты напряжения; εij — компоненты скорости деформации; K1 =
= K1(xy), K2 = K2(xy), k0 = const.

Рис. 1.

Условие пластичности (3) в плоскости τxz, τyz представляет окружность радиуса k0
(рис. 1), центр которой находится в точке с координатами K1, K2. Предположим, что
окружность условия текучести (3) заменена замкнутой ломанной M1M2M3...MnM1

(рис. 1):
Ai(τxz −K1) +Bi(τyz −K2) = k0, (5)

где Ai, Bi = const, i = 1, 2, ..., n. Условие (5) представляет на некотором отрезке
линеаризованное условие пластичности (3). Рассматривая условие (5) в качестве пла-
стического потенциала, получим вместо (4) соотношение

εxz
Ai

=
εyz
Bi
. (6)

Интегрируя соотношение (6) и часть соотношений (4) и учитывая, что в начальный
момент закручивания компоненты деформации eij равны 0, получим

exz
Ai

=
eyz
Bi
, ex = ey = ez = exy = 0. (7)

Из (7) следует
Biexz −Aieyz = 0. (8)

Предположим, что компоненты перемещения u, v, w имеют вид

u = θyz, v = −θxz, w = w(x, y), (9)
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где θ — крутка, w — депланация. Выражая компоненты деформации через компонен-
ты перемещения, из (8), (9) получим

−Bi
∂w

∂x
+Ai

∂w

∂y
= θ(Aix+Biy). (10)

Из (10) следует, что прямые

Aix+Biy = Ci1 (Ci1 = const) (11)

являются характеристиками. Вдоль характеристик (11) имеют место соотношения

Biw + θCi1x = Ci2 или Aiw − θCi1y = Ci3, (12)

где Ci2, Ci3 = const вдоль характеристики.
Для дальнейшего необходимы не столько выражения для депланации, сколько вы-

ражения для компонент деформации.
Дифференцируя соотношение (10) по переменной x, получим уравнение

−Bi
∂

∂x

(
∂w

∂x

)
+Ai

∂

∂y

(
∂w

∂x

)
= θAi. (13)

Из уравнения (13) следует, что вдоль характеристик (11) справедливы соотношения

Bi
∂w

∂x
+ θAix = Ci4 или

∂w

∂x
− θy = Ci5, (14)

где Ci4, Ci5 = const вдоль характеристики. Аналогично дифференцируя соотноше-
ние (10) по переменной y, получим уравнение

−Bi
∂

∂x

(
∂w

∂y

)
+Ai

∂

∂y

(
∂w

∂y

)
= θBi. (15)

Из уравнения (15) следует, что вдоль характеристик (11) справедливы соотношения
∂w

∂x
+ θx = Ci6 или Ai

∂w

∂y
− θBiy = Ci7, (16)

где Ci6, Ci7 = const вдоль характеристики.
Используя второе соотношение (14) и первое соотношение (16) получим, что вдоль

характеристик (11) справедливы соотношения

exz − θy =
1

2
Ci5, eyz + θx =

1

2
Ci6. (17)

Следует отметить, что из соотношений (17), (11), (8) вытекает

AiCi6 −BiCi5 = 2θCi1. (18)

Дифференцируя уравнение (5) по переменной y, получим

Ai
∂τxz
∂y

+Bi
∂τyz
∂y

= Ai
∂K1

∂y
+Bi

∂K2

∂y
. (19)

С учетом (2) из уравнения (19) имеем

Ai
∂τxz
∂y
−Bi

∂τzx
∂x

= Ai
∂K1

∂y
+Bi

∂K2

∂y
. (20)

Из (20) следует, что вдоль характеристик (11) справедливы следующие соотношения
для компонент напряжения:

Aiτxz = AiK11 +BiK12, Biτyz = k0 +Ai(K1 −K11) +Bi(K2 −K12), (21)
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где

K1s =

∫
∂Ks

∂y
(α, y) dy, α =

1

Ai
(Ci1 −Biy), (s = 1, 2). (22)

Аналогично дифференцируя уравнение (5) по переменной x, с учетом (2) получим,
что вдоль характеристик (11) справедливы следующие соотношения для компонент
напряжения:

Biτyz = AiK21 +BiK22, Aiτxz = k0 +Ai(K1 −K21) +Bi(K2 −K22), (23)

где

K2s =

∫
∂Ks

∂x
(x, β) dx, β =

1

Bi
(Ci1 −Aix), (s = 1, 2). (24)

а) б)

Рис. 2.

Рассмотрим кручение цилиндрического стержня с круговым сечением с центром
в начале координат и радиуса R (рис. 2а). На контуре сечения вектор касательного
напряжения ~τ = (τxz, τyz) направлен по касательной к контуру. В качестве линеаризо-
ванного условия пластичности (5) выберем контур M1M2M3M4 квадрата со стороной
2k0 (рис. 2б ):

M1M2 : τyz = K2 − k0, (25)

M2M3 : τxz = K1 − k0, (26)

M3M4 : τyz = K2 + k0, (27)

M4M1 : τxz = K1 + k0. (28)

Здесь мы имеем четыре семейства характеристик

y = C11, x = C21, y = C31, x = C41. (29)

Из (18), (22), (24) и (29) следует

C15 = −2θC11, K12 = 0, (30)

C26 = 2θC21, K21 = 0, (31)

C35 = 2θC31, K12 = 0, (32)

C46 = −2θC41, K21 = 0. (33)

Тогда из (2) и (25), (26), (27), (28) соответственно вдоль характеристик (29) имеем

τyz = K2 − k0, τxz = k11(x, y), (34)
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τxz = K1 − k0, τyz = k21(x, y), (35)

τyz = K2 + k0, τxz = k12(x, y), (36)

τxz = K1 + k0, τyz = k22(x, y), (37)

где
x20 + y20 = R2,

k11 = −
∫
∂K2

∂y
(x, y) dx, k11x0 + (K2 − k0)y0 = 0,

k21 = −
∫
∂K1

∂x
(x, y) dy, (K1 − k0)x0 + k21y0 = 0,

k12 = −
∫
∂K2

∂y
(x, y) dx, k12x0 + (K2 + k0)y0 = 0,

k22 = −
∫
∂K1

∂x
(x, y) dy, (K1 + k0)x0 + k22y0 = 0.

Особо следует остановиться на линиях разрыва напряжений. Линии разрыва напря-
жений являются следом исчезающих жестких областей. На них всегда выполняются
соотношения

exz = eyz = 0. (38)

На контуре поперечного сечения стержня определим точки N1, N2, N3, N4 соответ-
ственно из условий

(K1 + k0)x+ (K2 − k0)y = 0, (39)

(K1 − k0)x+ (K2 − k0)y = 0, (40)

(K1 − k0)x+ (K2 + k0)y = 0, (41)

(K1 + k0)x+ (K2 + k0)y = 0. (42)

В точках N1, N2, N3, N4 вектор касательного напряжения соответственно имеет вид

~τ1 = (K1 + k0,K2 − k0) =
−−→
OM1, (43)

~τ2 = (K1 − k0,K2 − k0) =
−−→
OM2, (44)

~τ3 = (K1 − k0,K2 + k0) =
−−→
OM3, (45)

~τ4 = (K1 + k0,K2 + k0) =
−−→
OM4. (46)

Из (29) и (34), (35), (36), (37) имеем уравнения линий разрыва напряжений, выходя-
щих соответственно из точек N1, N2, N3, N4:

dx

K1 + k0 − k11
=

dy

k22 −K2 + k0
, (47)

dx

K1 − k0 − k11
=

dy

k21 −K2 + k0
, (48)

dx

K1 − k0 − k12
=

dy

k21 −K2 − k0
, (49)

dx

K1 + k0 − k12
=

dy

k22 −K2 − k0
. (50)

Заключение. Таким образом, в работе получены интегралы, определяющие на-
пряженное и деформированное состояния неоднородного идеального жесткопластиче-
ского стержня при кручении для линеаризованного условия пластичности, найдены
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характеристики основных соотношений. Исследовано предельное состояние неодно-
родного идеального жесткопластического стержня с круговым сечением: построено
поле характеристик основных соотношений, найдены соотношения вдоль характери-
стик и линии разрыва напряжений.
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ON THE TORSION OF INHOMOGENEOUS CYLINDRICAL RODS
MADE OF AN IDEAL RIGID-PLASTIC MATERIAL

1Russian University of transport, Moscow, Russia
2Moscow technical University of communications and Informatics, Moscow, Russia

Abstract. The torsion of inhomogeneous rods made of an ideal rigid-plastic material is
investigated. Integrals determining the stress and strain States of a cylindrical rod under a linearized
plasticity condition are obtained. The field of characteristics of the basic relations is constructed,
lines of a rupture of stresses are found.
Keywords: a nonuniform cylindrical rod, the perfect rigid-plastic material, the characteristics,
break lines of stress.
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