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Аннотация. В работе рассматриваются течения сжимаемых сред с нулевым значением про-
межуточного главного приращения тензора деформации. Подобные течения характерны для
неплотно связанных (сыпучих) сред Кулона—Мора и обобщенных идеально пластических тел
Прандтля, находящихся в состоянии плоской деформации. Тела Прандтля имеют определя-
ющую зависимость, связывающую максимальное касательное напряжение и среднее (точно
медианное) напряжение. В случае сред Кулона—Мора указанная зависимость является линей-
ной. Промежуточное главное нормальное напряжение не оказывает при этом никакого вли-
яния на текучесть или переход в предельное состояние. В этих условиях удается установить
гиперболичность системы дифференциальных уравнений кинематики и получить дифферен-
циальные соотношения вдоль характеристических линий, которые состоят из элементов, не
испытывающих мгновенные удлинения
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1. Вводные замечания. В механике идеально пластических и обобщенных идеально
пластических тел особую роль играют промежуточное главное нормальное напряже-
ние и максимальное (минимальное) главное нормальное напряжение [1–6]. Занумеру-
ем главные оси тензора напряжений так, чтобы для актуального напряженного со-
стояния соответствующие главные нормальные напряжения σ1, σ2, σ3 расположились
бы в порядке убывания

σ1 ≥ σ2 ≥ σ3. (1)
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В терминах главных напряжений σ1, σ2, σ3 критерий текучести Кулона—Мора для
сыпучих сред с внутренним трением и сцеплением формулируется в следующем виде
[7, 8]:

σ1 − σ3
2

= c cos γ − sin γ
σ1 + σ3

2
, (2)

где c, γ — определяющие постоянные.
Если воспользоваться значениями максимального касательного τmax и среднего

(точного медианного) s напряжений

τmax =
σ1 − σ3

2
, (3)

s =
σ1 + σ3

2
, (4)

то критерий текучести Кулона—Мора приводится к форме

τmax = c cos γ − sin γs. (5)

Наконец, критерий Кулона—Мора (2) можно также привести к следующему виду:

σ1 − aσ3 = 2k, (6)

напоминающему по форме критерий текучести Треска.
Материальные постоянные a и k связаны с c и γ соотношениями

a =
1− sin γ

1 + sin γ
, k =

c cos γ

1 + sin γ
.

Если в среде отсутствует внутреннее трение (γ → 0), то a → 1, k → c и критерий
текучести Кулона—Мора переходит в критерий максимального касательного напря-
жения Треска

σ1 − σ3 = 2k. (7)
Обобщенные идеально пластические тела Прандтля характеризуются нелинейной

определяющей зависимостью максимального касательного напряжения от медианного
напряжения:

τmax = f(s). (8)
2. Дифференциальные уравнения кинематики сжимаемого течения. Рассмотрим

дифференциальные уравнения кинематики сжимаемых течений. Имея ввиду прило-
жения к механике сыпучих и неплотно связанных сред удобнее вести речь о прира-
щениях вектора перемещения du и тензора деформации dε.

Соотношения Коши связывают приращение тензора деформации dε с приращением
вектора перемещений du следующим тензорным уравнением:

2dε = (∇⊗ du) + (∇⊗ du)T . (1)

Приращение вектора перемещений du можно представить в виде разложения по
векторам локального ортонормированного базиса в пространстве l, m, n

du = ldu<1> + mdu<2> + ndu<3>. (2)

В случае изотропных сред базис l, m, n удобнее всего ориентировать вдоль глав-
ных осей тензора напряжений (или тензора dε). Действительно в изотропных средах
можно вести речь о, по крайней мере, одном общем триэдре главных осей тензоров
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σ и dε, следовательно, спектральное представление приращения тензора деформации
лучше всего взять в форме

dε = l⊗ l(dε1) + m⊗m(dε2) + n⊗ n(dε3), (3)

где l, m, n— ортонормированный базис из собственных векторов, общих как для тен-
зора напряжений σ, так и для приращения тензора деформации dε; dε1, dε2, dε3 —
главные приращения (пластической) деформации (собственные значения тензора dε).
Для течений, для которых второй главной оси соответствуют промежуточные глав-
ное нормальное напряжение и главное приращение деформации, мы введем особую
нумерацию осей главного триэдра так, чтобы наряду с (1) выполнялись неравенства

dε1 ≥ dε2 ≥ dε3. (4)

Формулы Коши приводят к следующим весьма компактным матричным уравнени-
ям:  dε1

dε2
dε3

 =

 d1 κ13 κ12
κ23 d2 κ21
κ32 κ31 d3

 du<1>

du<2>

du<3>

 , (5)

 −κ13 + d2 −κ23 + d1 0
−κ12 + d3 0 −κ32 + d1

0 −κ21 + d3 −κ31 + d2

 du<1>

du<2>

du<3>

 = 0. (6)

Здесь dε1 — собственные значения тензора dε; dj —производные по направлению
изостатических траекторий; κij —кривизна проекции изостаты с номером i, причем
проектирование осуществляется параллельно главному направлению j на плоскость,
ортогональную этому направлению.

Переход от трехмерных уравнений кинематики к двумерным достаточно просто
выполняется, если учесть, что

du<2> = 0, dε2 = 0, d2 = 0, κ23 = 0, κ21 = 0, κ13 = 0, κ31 = 0.

Введем также сокращенные обозначения для кривизн изостатических траекторий
в плоскости течения

κ1 = κ12, κ3 = κ32.

В результате приходим к с следующим матричным соотношениям: dε1
0
dε3

 =

 d1 0 κ1
0 0 0
κ3 0 d3

 du<1>

0
du<3>

 , (7)

 0 d1 0
−κ1 + d3 0 −κ3 + d1

0 d3 0

 du<1>

0
du<3>

 = 0. (8)

Оставляя в (7) и (8) независимые уравнения, получаем(
dε1
dε3

)
=

(
d1 0 κ1
κ3 0 d3

)(
du<1>

du<3>

)
, (9)

(−κ1 + d3)du<1> + (−κ3 + d1)du<3> = 0. (10)
Замкнутая относительно физических компонент du<1>, du<3> система дифферен-

циальных уравнений получается, если к последнему уравнению присоединить еще



О КИНЕМАТИЧЕСКИХ СООТНОШЕНИЯХ ВДОЛЬ МГНОВЕННО НЕРАСТЯЖИМЫХ ЛИНИЙ ...87

одно кинематическое соотношение. Таким соотношением выступает следующее, урав-
нение, связывающее главные приращения деформации dε1, dε2, dε3 и угол 88ι между
асимптотическими директорами тензора dε:

dε2 = sin2
88ι

2
dε1 + cos2

88ι

2
dε3. (11)

Понятие об асимптотических директорах инкремента тензора деформации dε и его
представление в терминах асимптотических директоров 88l, 88n рассматривается в ста-
тьях [7–9]. Так, диадное представление инкремента тензора деформации dε имеет вид

dε = I(dε2) + (dε1 − dε3)sym (88l⊗ 88n). (12)

Угол между асимптотическими директорами 88l, 88n вычисляется с помощью кине-
матического параметра Лоде

cos 88ι = −ν, (13)

где

ν =
2dε2 − dε1 − dε3

dε1 − dε3
. (14)

С учетом кинематического ограничения dε2 = 0, выполняющегося для плоского
деформированного состояния, кинематический параметр Лоде вычисляется согласно

ν = −dε1 + dε3
dε1 − dε3

, (15)

а уравнение (11) будет иметь вид

sin2
88ι

2
dε1 + cos2

88ι

2
dε3 = 0. (16)

Подставляя в это уравнение главные приращения деформаций из (9), получим за-
мыкающее дифференциальное уравнение

sin2
88ι

2
(d1du<1> + κ1du<3>) + cos2

88ι

2
(d3du<3> + κ3du<1>) = 0. (17)

Таким образом разыскиваемая замкнутая система уравнений относительно прира-
щений перемещений du<1>, du<3> состоит из (10) и (17):

(−κ1 + d3)du<1> + (−κ3 + d1)du<3> = 0,

sin2
88ι

2
(d1du<1> + κ1du<3>) + cos2

88ι

2
(d3du<3> + κ3du<1>) = 0.

(18)

В случае течения среды Кулона—Мора угол 88ι будет постоянным, поскольку

cos 88ι =
1− a
1 + a

.

В стандартных обозначениях теории поля система дифференциальных уравнений
(18) имеет следующий вид:

(−κ1 + n ·∇)du<1> + (−κ3 + l ·∇)du<3> = 0,

sin2
88ι

2
((l ·∇)du<1> + κ1du<3>) + cos2

88ι

2
((n ·∇)du<3> + κ3du<1>) = 0.

(19)
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Система дифференциальных уравнений (19) принадлежит к гиперболическому ана-
литическому типу. Характеристические направления совпадают с направлениями со-
пряженных директоров ′′l, ′′n. Сопряженные директоры— два направления в плоско-
сти, ортогональной второй главной оси тензора dε, которые ортогональны направле-
ниям асимптотических директоров 88l, 88n. Директор ′′l ортогонален асимптотическому
директору 88n, а директор ′′n ортогонален 88l:

88n · ′′l = 0, 88l · ′′n = 0. (20)

Если смотреть на плоскость, ортогональную второму главному направлению, со
стороны оперения вектора m, то директор ′′l получается в результате поворота соб-

ственного вектора l в указанной плоскости на угол
π − 88ι

2
по ходу часовой стрелки, а

директор ′′n—поворотом вектора l на тот же угол против хода часовой стрелки.
3. Дифференциальные соотношения вдоль характеристических линий. Сначала за-

метим, что линии, всюду касающиеся поля направлений ′′l, ′′n, обладают одним заме-
чательным кинематическим свойством [7, 8]. Действительно, принимая во внимание
(12) и (20), сразу же находятся мгновенные удлинения линейных элементов, направ-
ленных вдоль директоров ′′l, ′′n; все они оказываются равными промежуточному глав-
ному приращению деформации dε2:

′′l · (dε) · ′′l = dε2,
′′n · (dε) · ′′n = dε2.

(21)

Соотношения для мгновенных удлинений (21) при выполнении условия dε2 = 0
упрощаются:

′′l · (dε) · ′′l = 0,
′′n · (dε) · ′′n = 0.

(22)

На основании второго и третьего соотношения в (22) сразу же приходим к выводу
о том, что в процессе течения линейные элементы, перпендикулярные направлени-
ям асимптотических директоров 88l, 88n, не претерпевают мгновенных удлинений, т.е.
материальные волокна, ориентированные вдоль директоров ′′l, ′′n, мгновенно не удли-
няются и не укорачиваются. Таким образом, рассматриваемые линии образуют две
мгновенно нерастяжимые системы.

Перейдем к выводу дифференциальных соотношений вдоль характеристических
линий системы уравнений (18).

Прежде всего вместо физических компонент du<1>, du<3> приращения вектора
перемещения du относительно базиса l, n введем его ортогональные проекции на со-
пряженные направления ′′l, ′′n. Простые выкладки позволяют получить формулы,
связывающие указанные величины:

du<1> = ′′l · du = − cos
88ι

2
du<3> + sin

88ι

2
du<1>,

du<3> = ′′n · du = cos
88ι

2
du<3> + sin

88ι

2
du<1>.

(23)
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Полученные формулы можно обратить:

du<1> = cos
88ι

2

du<1> + du<3>

sin88ι
,

du<3> = sin
88ι

2

−du<1> + du<3>

sin88ι
.

(24)

Далее необходимо преобразовать d-операторы. Для этого применим формулы пре-
образования [6]. Предположим, что на плоскости имеется локальный ортонормирован-
ный базис l,m, а другой локальный базис состоит из, вообще говоря, неортогональных
единичных векторов l, m, первый из которых отклоняется от орта l на угол ψ1 по ходу
часовой стрелки, а второй отклоняется от орта l на угол ψ2 против хода часовой стрел-
ки. Мы считаем, что ψ1 > 0, ψ2 > 0, ψ1 + ψ2 6= π. Углы ψ1, ψ2 могут, вообще говоря,
изменяться при движении вдоль координатных линий локальной базисной системы l,
m. Можно показать, что формулы преобразования дифференциальных операторов

d1 = l ·∇, d3 = n ·∇,

d1 = l ·∇, d3 = n ·∇

при переходе от одной локальной базисной системы к другой имеют следующий вид:

d1 =
cosψ1 − cosψ2 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d1 +

cosψ2 − cosψ1 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d3,

d3 =
− sinψ1 − sinψ2 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d1 +

sinψ2 + sinψ1 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d3.

(25)

В рассматриваемом случае следует положить

l = ′′l, n = ′′n, ψ1 = ψ2 =
π − 88ι

2
,

т.е. d-операторы дифференцирования вдоль изостатических d1, d3 и сопряженных на-
правлений d1, d3 оказываются связанными между собой формулами

d1 =
1

2 sin
88ι

2

(
d1 + d3

)
,

d3 =
1

2 cos
88ι

2

(
d3 − d1

)
.

(26)

Если сейчас вспользоваться соотношениями между компонентами вектора приа-
щения перемещения (24) и соотношениями для дифференциальных операторов (26),
подставляя их в систему кинематических уравнений (18), то в результате ряда преоб-

разований (умножая первое уравнение на sin
88ι

2
cos

88ι

2
, складывая со вторым, вычитая

из второго уравнения и переставляя полученное уравнение со вторым) можно полу-
чить дифференциальные соотношения вдоль характеристических линий

d1du<1> −
cos88ιdu<1> + du<3>

sin88ι
d1

(
θ −

88ι

2

)
= 0,

d3du<3> +
du<1> + cos88ιdu<3>

sin88ι
d3

(
θ +

88ι

2

)
= 0,

(27)
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где θ— угол между некоторым фиксированным направлением в плоскости течения и
собственным вектором l.

Таким образом с точки зрения кинематики плоскость течения сжимаемой среды
выглядит сотканной из двух семейств мгновенно нерастяжимых нитей; вдоль нитей
выполняются кинематические соотношения (27).
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Y. N. Radayev

KINEMATIC DIFFERENTIAL EQUATIONS ALONG THE
INSTANTANEOUSLY NOT ELONGATING LINES IN COMPRESSIBLE FLOWS

Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. The paper deals with flows of compressible media with the zero intermediate principal
increment of the strain tensor. Such flows can be observed for loosely bonded Coulomb–Mohr
media and the generalized Prandtl perfectly plastic solids in plane strain states. The Prandtl solids
have the constitutive equation related the maximum tangent stress to the mean (exactly median)
stress. In the case of Coulomb–Mohr media, the specified dependence is linear. The intermediate
principal stress has no effect on yielding or transition to a limit state. Under these conditions, it is
then possible to prove the hyperbolicity of the system of differential equations of kinematics and
to obtain differential relations along the characteristic lines, which consist of linear elements which
are not instantaneously elongate.
Keywords: Coulomb–Mohr media, Prandtl perfectly plastic media, compessibility, flow, principal
stress, asymptotic directions, conjugate directors, hyperbolicity, characteristics
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