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Аннотация. Получены формулы преобразования дифференциальных d–операторов, с кото-
рыми приходится оперировать в двумерных и трехмерных задачах математической теории
пластичности и механики растущих тел. Указанные преобразования вызваны изменением
криволинейных координатных систем с целью упрощения дифференциальных уравнений (в
частности, теории пластичности) и дифференциальных ограничений, накладываемых на по-
верхности роста, в теориях растущих тел. В работе выполнен вывод формул преобразования
и рассмотрены соответствующие примеры.
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1. Введение. Моделирование процессов деформирования и наращивания твердых
тел связано с решением специальных систем дифференциальных уравнений в част-
ных производных [1, 2, 3]. Эти уравнения содержат операторы дифференцирования
по пространственным направлениям [3]. Для краткости назовем их d–операторами.
Иногда удается упростить дифференциальные уравнения и дифференциальные огра-
ничения, возникающие при описании поведения твердых тел, переходом к новым коор-
динатным сеткам. После введения, в разделе 2 настоящей работы выводятся формулы
преобразования дифференциальных d–операторов от текущей ортогональной сетки к
произвольной криволинейной (не обязательно ортогональной) координатной сетке. В
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разделе 3 работы показано важное применение, полученных в разделе 2 формул пре-
образования d–операторов, к задачам механики растущих тел. Речь идет об основном
элементе теории — дифференциальном ограничении на поверхности наращивания. В
этом случае, удобно связать один из ортов координатной сетки с вектором нормали к
поверхности наращивания, а два других — с базисными ортами, расположенными в
касательной плоскости. В теории идеальной пластичности применение формул преоб-
разования d–операторов позволяет в простой и удобной форме получить интегрируе-
мые соотношения Генки в задаче о плоской деформации идеально пластического тела
[3], что и продемонстрировано в разделе 4. В разделе 5 приводятся формулы для пере-
счета компонент несимметричного тензора напряжений при переходе к неортогональ-
ной сетке на поверхности наращивания. Эти формулы необходимы для постановки
граничных условий на поверхности наращивания.
2. Преобразование операторов дифференцирования вдоль координатных

направлений на плоскости.
Ниже дается вывод формул преобразования операторов dk дифференцирования

вдоль координатных направлений на плоскости при переходе от ортогональной сетки
к произвольной (необязательно ортогональной) криволинейной сетке.

Предположим, что на плоскости имеется локальный ортонормированный базис l,
m, а другой локальный базис состоит из, вообще говоря, неортогональных единичных
векторов l, m, первый из которых отклоняется от орта l на угол ψ1 по ходу часовой
стрелки, а второй отклоняется от орта l на угол ψ2 против хода часовой стрелки.
Мы считаем, что ψ1 > 0, ψ2 > 0, ψ1 + ψ2 6= π. Углы ψ1, ψ2 могут, вообще говоря,
изменяться при движении вдоль координатных линий локальной базисной системы l,
m.

Найдем формулы преобразования дифференциальных операторов

d1 = l ·∇, d2 = m ·∇,

d1 = l ·∇, d2 = m ·∇

при переходе от одной локальной базисной системы к другой. Эти операторы, как
следует из их определения, представляют собой производные вдоль соответствующих
координатных линий.

Коэффициенты в разложении

l = lk1 + mk2 (1)

на основании
l · l = cosψ1 = k1 + k2 cos(ψ1 + ψ2),

l ·m = cosψ2 = k2 + k1 cos(ψ1 + ψ2)

вычисляются в следующем виде

k1 =
cosψ1 − cosψ2 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
,

k2 =
cosψ2 − cosψ1 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
.

(2)

Аналогично для разложения

m = ls1 + ms2 (3)
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с помощью
m · l = − sinψ1 = s1 + s2 cos(ψ1 + ψ2),

m ·m = sinψ2 = s2 + s1 cos(ψ1 + ψ2)
можно получить

s1 =
− sinψ1 − sinψ2 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
,

s2 =
sinψ2 + sinψ1 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
.

(4)

Поскольку
d1 = l ·∇ = (lk1 + mk2) ·∇ = k1d1 + k2d2,

d2 = m ·∇ = (ls1 + ms2) ·∇ = s1d1 + s2d2,

то в итоге искомые формулы преобразования имеют вид

d1 =
cosψ1 − cosψ2 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d1 +

cosψ2 − cosψ1 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d2,

d2 =
− sinψ1 − sinψ2 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d1 +

sinψ2 + sinψ1 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d2.

(5)

В случае преобразования поворота исходного базиса l, m, т.е. когда

ψ1 =
π

2
− ψ, ψ2 = ψ,

полученные формулы упрощаются

d1 = sinψd1 + cosψd2,

d2 = − cosψd1 + sinψd2.
(6)

Обратное по отношению к (6) преобразование есть

d1 = sinψd1 − cosψd2,

d2 = cosψd1 + sinψd2.
(7)

Полученные выше формулы преобразования дифференциальных d–операторов ока-
зываются весьма удобным средством при исследовании систем уравнений в частных
производных, с которыми приходится сталкиваться в двумерных задачах математиче-
ской теории пластичности. То же самое можно сказать о задачах механики растущих
тел [4, 5, 6, 7]. Соответствующий круг вопросов рассмотрен в следующих разделах
работы.
3. Дифференциальное ограничение на растущей поверхности, сформу-

лированное в эйлеровых переменных.
Можно показать [8, 9, 10], что дифференциальное ограничение на поверхности на-

ращивания можно записать в виде

c[∇j
∗
τ ji(xk) +∇jIji +

∗
Xi(xk)]− [nj∂·τ

ji(xk, t)]
∣∣∣
t=

∗
τ(xs)+0

= 0 (t =
∗
τ + 0). (8)

где ∇j — ковариантное дифференцирование по эйлеровой метрике, c — линейная ско-
рость поверхности наращивания в направлении нормали, τ ij — тензор напряжений
(вообще говоря несимметричный), ∂· — производная по времени при фиксированных

координатах xk,
∗
Xi(xk) = Xi(xk, t)|

t=
∗
τ(xs)−0, X

i = Xi(xk, t), — объемные силы, Iji —



ФОРМУЛЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ d–ОПЕРАТОРОВ... 95

интеграл скачков напряжений, ∗τ ij(xk) = τ ij(xk, t)|
t=

∗
τ(xs)−0, t =

∗
τ(xs)− 0 момент вре-

мени непосредственно перед моментом включения элемента в состав основного тела
(Рис. 2). Момент времени t =

∗
τ(xs) + 0 соответствует моменту непосредственно после

присоединения элемента к поверхности наращивания.
Заметим, что

Iij =

∗
τ+0∫

∗
τ−0

[∂·τ
ij(xk, t′)]dt′.

Дифференциальное ограничение (8) для напряжений на поверхности наращивания
в ортогональной системе координат, можно представить в форме (в отсутствие мас-
совых сил и скачков напряжений)

[cdj
∗
τ<ji> − n<j>∂·τ<ji>(xk, t)]

∣∣∣
t=

∗
τ(xs)+0

= 0 (i, j = 1, 2, 3), (9)

В (9) индекс 3 соответствует направлению нормали, а индексы 1 и 2 — касательным
направлениям к поверхности наращивания. Выпишем соотношение (9) в криволиней-
ной системе координат, воспользовавшись преобразованием (5) при условии, что орт,
соответствующий индексу 3, направлен вдоль нормали n к поверхности наращивания.

После подстановки соотношений (5) в дифференциальное ограничение (9) с учетом
обозначений (2), (4) и равенства (11) получим

[c(k1d1 + k2d2)
∗
τ<11> + (s1d1 + s2d2)

∗
τ<21> + d3

∗
τ<31>−

− n<1>∂·τ<11>(xk, t)− n<2>∂·τ<21>(xk, t)− n<3>∂·τ<31>(xk, t)]
∣∣∣
t=

∗
τ(xs)+0

= 0,

[c(k1d1 + k2d2)
∗
τ<12> + (s1d1 + s2d2)

∗
τ<22> + d3

∗
τ<32>−

− n<1>∂·τ<12>(xk, t)− n<2>∂·τ<22>(xk, t)− n<3>∂·τ<32>(xk, t)]
∣∣∣
t=

∗
τ(xs)+0

= 0,

[c(k1d1 + k2d2)
∗
τ<13> + (s1d1 + s2d2)

∗
τ<23> + d3

∗
τ<33>−

− n<1>∂·τ<13>(xk, t)− n<2>∂·τ<23>(xk, t)− n<3>∂·τ<33>(xk, t)]
∣∣∣
t=

∗
τ(xs)+0

= 0.

(10)

Здесь учтено, что
d3 = d3 = n ·∇. (11)

За счет выбора углов ψ1, ψ2 можно упростить вид дифференциальных ограниче-
ний (10). Вообще говоря, в соотношениях (10) компоненты тензора напряжений ∗τ<ji>
необходимо преобразовать к новому базису. Соотношения для преобразования компо-
нент тензора напряжений будут даны в разделе 5 работы.
4. Идеальная пластичность. Плоская деформация. Рассмотрим пример ис-

пользования полученных формул преобразования в модели идеально пластического
тела в условиях плоского деформированного состояния [3]. Плоское деформирован-
ное состояние характеризуется условием ε33 = 0. Любое условие пластичности в слу-
чае плоского деформированного состояния приводится к виду σ1—σ2 = 2k, σ1, σ2 —
собственные значения симметричного тензора напряжений, k предел текучести при
чистом сдвиге. В плоскости течения x1, x2 имеется два взаимно ортогональных семей-
ства изостатических траекторий. Одно из семейств будем идентифицировать номером
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1, другое — номером 2. Обозначая через в угол θ наклона к оси x1 изостаты первого
семейства, а через κ1, κ2 — кривизны изостат, имеем

κ1 = −d1θ, κ2 = d2θ. (12)

Уравнения равновесия, сформулированные в изостатической координатной сетке,
сводятся к двум соотношениям Ламе–Максвелла

d1σ1 +
σ1 − σ2
ρ1

= 0,

d2σ2 +
σ1 − σ2
ρ2

= 0,
(13)

где ρ1, ρ2 радиусы кривизны линий главных напряжений, причем эти величины счи-
таются положительными, если с возрастанием натурального параметра вдоль кривой
касательная вращается против часовой стрелки, при этом положительное направле-
ние вдоль первой траектории выбирается произвольно, а положительное направление
вдоль второй траектории определяется вращением против хода часовой стрелки поло-
жительного направления первой траектории. Так как в случае плоской пластической
деформации σ1—σ2 = 2k, то уравнения (13) приобретают следующий вид:

d1σ1 +
2k

ρ1
= 0, d2σ2 +

2k

ρ2
= 0, (14)

Эта система гиперболична. Характеристики делят пополам угол между главными
направлениями напряжений. Вводя в систему (14) на основании формулы (7) произ-
водные вдоль характеристических направлений (примем, что первая характеристика
отклоняется от первого главного направления напряжений, соответствующего наи-
большему главному напряжению, на угол π/4 по ходу часовой

d1 =
d1 − d2√

2
, d2 =

d1 + d2√
2

, (15)

складывая, а затем вычитая одно из другого уравнения системы 15, получим инте-
грируемые соотношения Генки вдоль характеристик:

d1(σ1 − 2kθ) = 0, d2(σ1 + 2kθ) = 0. (16)

5. Преобразование несимметричного тензора напряжений при переходе к
неортогональному базису. Несимметричный тензор напряжений τ можно записать
как линейную комбинацию базисных тензорных произведений с сомножителями l, m,
n

τ =τ<11>l⊗ l + τ<12>l⊗m + τ<21>m⊗ l + τ<22>m⊗m + τ<23>m⊗ n+

+ τ<32>n⊗m + τ<33>n⊗ n + τ<13>l⊗ n + τ<31>n⊗ l.
(17)

Найдем диадное представление тензора τ после замены базиса l, m, n на новый
базис l, m, n. Подставив в формулу (17) формулы (1) и (3), получим:

τ = τ<11>(lk1 + mk2)⊗ (lk1 + mk2) + τ<12>(lk1 + mk2)⊗ (ls1 + ms2)+

+ τ<21>(ls1 + ms2)⊗ (lk1 + mk2) + τ<22>(ls1 + ms2)⊗ (ls1 + ms2)+

+ τ<23>(ls1 + ms2)⊗ n + τ<32>n⊗ (ls1 + ms2) + τ<33>n⊗ n+

+ τ<13>(lk1 + mk2)⊗ n + τ<31>n⊗ (lk1 + mk2),

(18)
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кроме того, имеем:

τ = τ<11>(l⊗ lk21 + l⊗mk1k2 + m⊗ lk2k1 + m⊗mk22)+

+ τ<12>(l⊗ lk1s1 + l⊗mk1s2 + m⊗ lk2s1 + m⊗mk2s2)+

+ τ<21>(l⊗ ls1k1 + l⊗ms1k2 + m⊗ ls2k1 + m⊗ms2k2)+

+ τ<22>(l⊗ ls21 + l⊗ms1s2 + m⊗ ls2s1 + m⊗ms22)+

+ τ<23>(l⊗ ns1 + m⊗ ns2) + τ<32>(n⊗ ls1 + n⊗ms2)+

+ τ<33>n⊗ n + τ<13>(l⊗ nk1 + m⊗ nk2) + τ<31>(n⊗ lk1 + n⊗mk2).

(19)

Соберем затем слагаемые с одинаковыми диадами базисных директоров l, m, n.
После ряда преобразований приходим к:

τ = (k21τ<11> + k1s1τ<12> + k1s1τ<21> + s21τ<22>)l⊗ l+

+ (k1k2τ<11> + k1s2τ<12> + s1k2τ<21> + s1s2τ<22>)l⊗m+

+ (k1k2τ<11> + k2s1τ<12> + s2k1τ<21> + s1s2τ<22>)m⊗ l+

+ (k22τ<11> + k2s2τ<12> + k2s2τ<21> + s22τ<22>)m⊗m+

+ (k2τ<13> + s2τ<23>)m⊗ n + (k2τ<31> + s2τ<32>)n⊗m+

+ τ<33>n⊗ n + (k1τ<13> + s1τ<23>)l⊗ n + (k1τ<31> + s1τ<32>)n⊗ l.

(20)

Откуда, окончательно, формулы преобразования компонент тензора напряжений τ
от исходного базиса к искаженному примут вид:

τ<11> = k21τ<11> + k1s1τ<12> + k1s1τ<21> + s21τ<22>,

τ<12> = k1k2τ<11> + k1s2τ<12> + s1k2τ<21> + s1s2τ<22>,

τ<21> = k1k2τ<11> + k2s1τ<12> + s2k1τ<21> + s1s2τ<22>,

τ<22> = k22τ<11> + k2s2τ<12> + k2s2τ<21> + s22τ<22>,

τ<23> = k2τ<13> + s2τ<23>,

τ<32> = k2τ<31> + s2τ<32>,

τ<33> = τ<33>,

τ<13> = k1τ<13> + s1τ<23>,

τ<31> = k1τ<31> + s1τ<32>.

(21)

Далее рассмотрим обращение формул (21). Формулы преобразования базисных ди-
ректоров l, m, n в директоры l, m, n можно принять как

l = lk1 + mk2, (22)
m = ls1 + ms2, (23)
n = n. (24)
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Тогда коэффициенты в разложении (22), (23) легко получить на основании соотноше-
ний

l · l = cosψ1 = k1,

l ·m = − sinψ1 = k2,

m · l = cosψ2 = s1,

m ·m = sinψ2 = s2.

(25)

Снова запишем тензор напряжений τ как линейную комбинацию базисных тензор-
ных произведений

τ =τ<11>l⊗ l + τ<12>l⊗m + τ<21>m⊗ l + τ<22>m⊗m + τ<23>m⊗ n+

+ τ<32>n⊗m + τ<33>n⊗ n + τ<13>l⊗ n + τ<31>n⊗ l.
(26)

Подставляя в формулу (26) разложения (22), (23), получим

τ = τ<11>(lk1 + mk2)⊗ (lk1 + mk2) + τ<12>(lk1 + mk2)⊗ (ls1 + ms2)+

+ τ<21>(ls1 + ms2)⊗ (lk1 + mk2) + τ<22>(ls1 + ms2)⊗ (ls1 + ms2)+

+ τ<23>(ls1 + ms2)⊗ n + τ<32>n⊗ (ls1 + ms2) + τ<33>n⊗ n+

+ τ<13>(lk1 + mk2)⊗ n + τ<31>n⊗ (lk1 + mk2).

(27)

Раскроем скобки в (27). в результате приходим к:

τ = τ<11>(l⊗ lk
2
1 + l⊗mk1k2 + m⊗ lk2k1 + m⊗mk

2
2)+

+ τ<12>(l⊗ lk1s1 + l⊗mk1s2 + m⊗ lk2s1 + m⊗mk2s2)+

+ τ<21>(l⊗ ls1k1 + l⊗ms1k2 + m⊗ ls2k1 + m⊗ms2k2)+

+ τ<22>(l⊗ ls21 + l⊗ms1s2 + m⊗ ls2s1 + m⊗ms22)+

+ τ<23>(l⊗ ns1 + m⊗ ns2) + τ<32>(n⊗ ls1 + n⊗ms2)+

+ τ<33>n⊗ n + τ<13>(l⊗ nk1 + m⊗ nk2) + τ<31>(n⊗ lk1 + n⊗mk2).

(28)

Соберем слагаемые с одинаковыми диадами, состоящими из векторов l, m, n. После
ряда преобразований получим:

τ = (k
2
1τ<11> + k1s1τ<12> + k1s1τ<21> + s21τ<22>)l⊗ l+

+ (k1k2τ<11> + k1s2τ<12> + s1k2τ<21> + s1s2τ<22>)l⊗m+

+ (k1k2τ<11> + k2s1τ<12> + s2k1τ<21> + s1s2τ<22>)m⊗ l+

+ (k
2
2τ<11> + k2s2τ<12> + k2s2τ<21> + s22τ<22>)m⊗m+

+ (k2τ<13> + s2τ<23>)m⊗ n + (k2τ<31> + s2τ<32>)n⊗m+

+ τ<33>n⊗ n + (k1τ<13> + s1τ<23>)l⊗ n + (k1τ<31> + s1τ<32>)n⊗ l.

(29)
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Откуда, окончательно формулы преобразования компонент тензора напряжений τ
от искаженного базиса к исходному запишем в форме:

τ<11> = k
2
1τ<11> + k1s1τ<12> + k1s1τ<21> + s21τ<22>,

τ<12> = k1k2τ<11> + k1s2τ<12> + s1k2τ<21> + s1s2τ<22>,

τ<21> = k1k2τ<11> + k2s1τ<12> + s2k1τ<21> + s1s2τ<22>,

τ<22> = k
2
2τ<11> + k2s2τ<12> + k2s2τ<21> + s22τ<22>,

τ<23> = k2τ<13> + s2τ<23>,

τ<32> = k2τ<31> + s2τ<32>,

τ<33> = τ<33>,

τ<13> = k1τ<13> + s1τ<23>,

τ<31> = k1τ<31> + s1τ<32>.

(30)

Таким образом, формулы преобразования дифференциальных d–операторов могут
выступить как эффективный инструмент преобразования дифференциальных уравне-
ний и граничных условий в различных разделах механики деформируемого твердого
тела [11, 12, 13].
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Yu. N. Radayev, E. V. Murashkin

TRANSFORMATION FORMULAE FOR d–OPERATORS IN MECHANICS OF
SOLIDS

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences,
pr. Vernadskogo 101 korp. 1, Moscow, 119526 Russian Federation

Abstract. The transformation formulae for differential d–operators are obtained. Such operators
can be found in two-dimensional and three-dimensional problems of the mathematical theory of
plasticity and the mechanics of growing solids. These transformations are caused by in the course
of varying in the coordinate systems in order to simplify the differential equations (in particular,
in the theory of plasticity) and the differential constraints imposed on the growing surface known
in mechanics of growing solids. In the paper, the transformation formulae are derived and the
corresponding examples are considered and discussed.
Keywords: d–operator, plastic flow, additive manufacturing, growing surface, differential
constraint
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