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ЛОКАЛИЗАЦИЯ МАКСИМАЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ
В ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ВОЛНАХ В УПРУГИХ СТЕРЖНЯХ
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Аннотация. Рассмотрены максимальные напряжения в осесимметричных волнах в упругих
стержнях для положительных значений коэффициента Пуассона. Обнаружена особая длина
волны, для которой имеет место наибольшее значение максимального растяжения на оси по
отношению к максимальному растяжению на поверхности. Показано, что и особая длина
волна, и наибольшее значение отношений растяжений не зависят от коэффициента Пуассона.
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Введение. Цилиндрические стержни круглого сечения, как конструкционный эле-
мент, широко распространены. Расчет прочности любой конструкции требует нахож-
дение напряженно-деформированного состояния (НДС), в том числе — наибольших
значений напряжений (максимальные растяжение и сдвиг). Напряжения возникают
не только из-за статических напряжений, но и по причине вибраций. Таким образом,
также необходимо изучать и НДС, вызванные упругими волнами.

L.A.Pochhammer в 1876 г. [1] и C.Chree в 1886 г. [2,3] независимо вывели основные
уравнения для волн в упругом круговом цилиндре. Позже (в работах [4–14] и др.)
были получены решения для осесимметричных, изгибных и крутильных волн Пог-
хаммера–Кри, построены дисперсионные соотношения.

Сегодня исследование волн Погхаммера–Кри продолжается в нескольких направ-
лениях (см., напр., [15–23]): изменение геометрии задачи (вместо цилиндра — цилин-
дрическая полость в неограниченной среде, труба или другая осесимметричная кон-
струкция), изменение механических свойств материала (в модель добавляются вяз-
кость, термоупругость и т.д.), изменение распределения свойств (рассматриваются
неоднородные и анизотропные конструкции).
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Работа [24] посвящена изучению структуры полей напряжений в волнах Погхам-
мера–Кри. В частности, показано, что максимальные величины напряжений (растя-
жения и сдвига) могут локализоваться не только на поверхности стержня, но и на
его оси. В работе [25] рассмотрена локализация максимумов напряжений для сталь-
ного стержня, получены диапазоны частот для внешней и внутренней локализаций,
получены отношения максимумов напряжений на оси и на поверхности стержня.

Представленная работа продолжает работу [25] и рассматривает локализацию мак-
симумов напряжений для упругого стержня для коэффициента Пуассона 0,001 6 ν 6
6 0,499.
Расчет напряжений. Рассматривается бесконечный упругий стержень радиу-

сом a. Материал стержня имеет модуль Юнга E, коэффициент Пуассона ν, плот-
ность ρ.

В работе [24] получены следующие выражения для осесимметричной волны Пох-
гаммера–Кри:
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где ω — круговая частота волны; γ — волновое число; c = ω/γ — фазовая скорость
волны; c1 =

√
(λ+ 2µ)/ρ — скорость волн расширения в бесконечной среде; c2 =

=
√
µ/ρ — скорость волн сдвига в бесконечной среде; λ, µ — параметры Ламе; h =

= γ
√

(c/c1)2 − 1, κ = γ
√

(c/c2)2 − 1 — вспомогательные параметры; Jn(x) — функция
Бесселя; U — обобщенная амплитуда.

С помощью (1) получены напряженно-деформированные состояния стержня по-
средством дифференцирования и применения закона Гука. В работе [24] показано,
что в осесимметричных волнах максимумы растягивающих и сдвиговых напряжений
могут находиться не только на поверхности стержня, но и на его оси.
Исследование нулевой моды. В работе [25] исследован бесконечный упругий

стержень с параметрами, соответствующими стали (E = 2,0 · 1011 Па, ν = 0,28,
ρ = 7800 кг/м3). Рассмотрены НДС для волн с частотой и фазовой скоростью, со-
ответствующих нулевой моде (диапазон частот — до 3 МГц).

Вычислены максимальное растяжение σtension и максимальный сдвиг σshear на оси
(r = 0) и поверхности (r = a) стержня, введены отношения

Rtension =
max
r=0

σtension(ω)

max
r=a

σtension(ω)
и Rshear =

max
r=0

σshear(ω)

max
r=a

σshear(ω)
.

Получено, что максимальное растяжение локализуется на оси при ω . 1,3 МГц, и
максимальный сдвиг — при ω . 1,7 МГц.

В продолжение работ [24, 25] вычислены отношения Rtension и Rshear для коэффи-
циентов Пуассона в диапазоне 0,001 6 ν 6 0,499 (особые значения ν = 0 и ν = 0,5
исключены из данного исследования, так как в этих точках дисперсионное соотноше-
ние вырождается, это предмет для следующих исследований).

Отношения Rtension и Rshear в зависимости от относительной длины волны l/a пред-
ставлены на рис. 1 и рис. 2 соответственно.
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Рис. 1. Отношение Rtension в зависимости от относительной длины волны

Рис. 2. Отношение Rshear в зависимости от относительной длины волны

На графиках привлекает внимание особая точка, соответствующая длине волны
l∗ ≈ 3,412a. Для всех рассмотренных ν отношение Rtension имеет максимум в этой
точке, и при этом это значение одно и то же: Rtension ≈ 3,164. Отношение Rshear
также имеет одно и то же значение Rshear ≈ 2,741 для данной длины волны, но это
значение не максимальное (максимумы Rshear соответствуют разным длинам волн и
имеют разные значения).
Заключение. Обнаружена длина волны, для которой максимальное растяжение

на оси в три с лишним раза больше, чем на поверхности. Этот результат важен для
контроля напряжений в стержневых конструкциях.

С другой стороны, пока нет объяснения, почему l∗/a имеет именно такое значение и
почему не зависит от коэффициента Пуассона, почему максимальное Rtension также не
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зависит от свойств материала. Получение ответов на поставленные вопросы требует
следующих исследований.
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V. V.Mokryakov

LOCALIZATION OF MAXIMAL STRESSES IN AXISYMMETRIC WAVES
IN ELASTIC RODS FOR POSITIVE POISSON’S RATIO

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences,
Moscow, Russia

Abstract. The maximum stresses in axisymmetric waves in elastic rods for positive values of the
Poisson’s ratio are considered. A special wavelength has been found for which the ratio of axial
maximal extension to surface maximal extension has the largest value. It is shown that both the
special wavelength and the largest value of the extensions ratio are independent of the Poisson’s
ratio.
Keywords: elasticity, cylindrical rod, Pochhammer–Chree waves, Poisson’s ratio, maximal
extension, maximal shear.
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