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Аннотация. В работе исследовано кручение стержней из анизотропно упрочняющегося
жесткопластического материала. Получены интегралы, определяющие напряженное и де-
формированное состояния стержня при линеаризованном условии пластичности. Построены
линии разрыва напряжений.
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Введение. Кручение представляет собой один из видов деформации тел, харак-
теризующийся взаимным поворотам его поперечных сечений под влиянием момен-
тов, действующих в этих сечениях. Кручение стержней довольно часто встречается
в инженерной практике, особенно в машиностроении. Теория кручения изотропных
и анизотропных стержней из идеального жесткопластического материала изложена
в работах [1–3]. В работах [4–6] исследовано кручение неоднородных и составных
стержней из идеального жесткопластического материала. Переход к случаю круче-
ния стержней из упрочняющегося материала приводит к определенным трудностям:
задача перестает быть статически определимой, необходимо совместное рассмотре-
ние полей напряжений и деформаций. Возникают трудности при точной постановке
задачи. Отдельные случаи в линеаризованной постановке рассмотрены в работе [7].
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Основные результаты. Соотношения теории кручения стержней из анизотропно
упрочняющегося жесткопластического материала могут быть записаны в виде

σx = σy = σz = 0,

τxy = 0, τxz = τxz(x, y), τyz = τyz(x, y);
(1)

уравнение равновесия —
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0; (2)

условие текучести —

(τxz − cexz)2 + (τyz − ceyz)2 = k, (k = const); (3)

соотношения ассоциированного закона течения —
dexz

τxz − cexz
=

deyz
τyz − ceyz

, ex = ey = ez = exy = 0, (4)

где σij — компоненты напряжения; eij — компоненты деформации; k — предел теку-
чести.

Будем предполагать, что упрочнение линейное (c = const).
Условие текучести (3) в плоскости τxz, τyz представляет окружность радиуса k

(рис. 1), центр которой находится в точке с координатами γ1 = cexz, γ2 = ceyz.

Рис. 1.

Предположим, что окружность условия текучести (3) заменена замкнутой ломан-
ной M1M2M3...MnM1 (рис. 1):

Ai(τxz − cexz) +Bi(τyz − ceyz) = k, (5)

где A2
i +B2

i = 1; Ai, Bi = const; i = 1, 2, ... , n. Условие (5) представляет на некотором
отрезке линеаризованное условие текучести (3). Рассматривая условие (5) в качестве
пластического потенциала, получим вместо (4) соотношение

dexz
Ai

=
deyz
Bi

. (6)
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Интегрируя соотношение (6) и часть соотношений (4) и учитывая, что в начальный
момент закручивания компоненты деформации eij равны 0, получим

exz
Ai

=
eyz
Bi
, ex = ey = ez = exy = 0. (7)

Из (7) следует
Biexz −Aieyz = 0. (8)

Предположим, что компоненты перемещения u, v, w имеют вид

u = θyz, v = −θxz, w = w(x, y), (9)

где θ — крутка, w — депланация.
Соотношения связи между компонентами деформации и компоненты перемещения

с учетом (8) имеют вид

exz =
1

2

(
∂w

∂x
+ θy

)
, eyz =

1

2

(
∂w

∂y
− θx

)
. (10)

Из (10) получим
∂exz
∂y
− ∂eyz

∂x
= θ. (11)

Согласно (8) из (5) получим

Ai

(
τxz −

Ai
Bi
ceyz

)
+Bi(τyz − ceyz) = k. (12)

Тогда из соотношений (12), (8) имеем

eyz =
Bi
c

(−k +Aiτxz +Biτyz), (13)

eyz =
Ai
c

(−k +Aiτxz +Biτyz). (14)

Подставив выражения (13), (14) для компонент деформаций в (11), получим

A2
i

∂τxz
∂y

+AiBi

(
∂τyz
∂y
− ∂τxz

∂x

)
−B2

i

∂τyz
∂x

= cθ. (15)

Уравнению равновесия (2) удовлетворим, полагая

τxz =
∂U

∂y
, τyz = −∂U

∂x
. (16)

Подставляя выражения (16) в соотношение (15), получим уравнение

A2
i

∂2U

∂y2
− 2AiBi

∂2U

∂x∂y
+B2

i

∂2U

∂x2
= cθ. (17)

Решение уравнения (17) будем искать в виде полинома

U = aix
2 + biy

2 + cixy + dix+ giy, (18)

где ai, bi, ci, di, gi = const. Согласно (18) из (17) следует

2biA
2
i + 2aiB

2
i − 2AiBici = cθ. (19)

Согласно (18) из (16) следует, что для компонент напряжения справедливы соот-
ношения

τxz = 2biy + cix+ gi, τyz = −2aix− ciy − di. (20)
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С учетом (20) из (13), (14) имеем

eyz =
Bi
c

(−k + (2biAi − ciBi)y + (ciAi − 2aiBi)x+ giAi − diBi) , (21)

exz =
Ai
c

(−k + (2biAi − ciBi)y + (ciAi − 2aiBi)x+ giAi − diBi) . (22)

Рассмотрим кручение стержня прямоугольного сеченияm1m2m3m4 со сторонами 2l
и 2n (рис. 2, слева). На контуре сечения вектор касательного напряжения ~τ = (τxz, τyz)
параллелен контуру.

Рис. 2.

В рассматриваемом случае линеаризованное условие пластичности (5) выберем та-
ким образом, чтобы вектор ~rl = (Ai, Bi) был параллелен отрезку mimi+1 контура
(рис. 2). Здесь мы имеем четыре линеаризованных условия текучести:

A1(τxz − cexz) +B1(τyz − ceyz) = k, (23)

A2(τxz − cexz) +B2(τyz − ceyz) = k, (24)

A3(τxz − cexz) +B3(τyz − ceyz) = k, (25)

A4(τxz − cexz) +B4(τyz − ceyz) = k. (26)

Вдоль отрезка m1m2 имеем

x = l, τxz = 0, A1 = 0, B1 = 1, b1 = 0, a1 =
1

2
cθ.

В области, примыкающей к отрезку m1m2,

τxz = c1(x− l), τyz = −cθx− c1y − di, (27)

exz = 0, eyz =
1

c
(−k − c1y − cθx− di). (28)

Вдоль отрезка m2m3 имеем

y = −n, τyz = 0, A2 = 1, B2 = 0, a2 = 0, b2 =
1

2
cθ.
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В области, примыкающей к отрезку m2m3,

τyz = −c2(y + n), τxz = cθy + c2x+ g2, (29)

eyz = 0, exz =
1

c
(−k − cθy + c2x+ g2). (30)

Вдоль отрезка m3m4 имеем

x = l, τxz = 0, A3 = 0, B3 = −1, b3 = 0, a3 =
1

2
cθ.

В области, примыкающей к отрезку m3m4,

τxz = c3(x+ l), τyz = −cθx− c3y − di, (31)

exz = 0, eyz =
1

c
(k − c3y − cθx− di). (32)

Вдоль отрезка m4m1 имеем

y = −n, τyz = 0, A4 = −1, B4 = 0, a4 = 0, b4 =
1

2
cθ.

В области, примыкающей к отрезку m4m1,

τyz = −c4(y − n), τxz = cθy + c4x+ g2, (33)

eyz = 0, exz =
1

c
(k + cθy + c4x+ g2). (34)

Особо следует остановиться на линиях разрыва напряжений (линии m1L1, m2L1,
m3L3,m4L3, L1L3 на рис. 2), которые являются следом исчезающих жестких областей.
На них всегда выполняются соотношения

exz = eyz = 0. (35)

Согласно (27)–(34) и (36) получим следующие уравнения линий разрыва напряжений:

m1L1 : y = n+ (x− l), (36)

m2L1 : y = −n− (x− l), (37)

m3L3 : y = −n+ (x+ l), (38)

m4L3 : y = n− (x− l), (39)

L1L3 : y = 0. (40)

На рис. 2 построены линии разрыва напряжений m1L1, m2L1, m3L3, m4L3, L1L3, ко-
торые пересекаются в точках L1, L3.

Согласно (36), (37), (38), (39), (40) из (27)–(34) имеем следующие соотношения для
компонент напряжений и деформаций:

в области m1L1L2:

τxz = −cθ(x− l), τyz = k − cθ(−y + n+ x− l), (41)

exz = 0, eyz = −θ(−y + n+ x− l); (42)

в области m2L1L2:

τxz = cθ(x− l), τyz = k − cθ(y + n+ x− l), (43)

exz = 0, eyz = −θ(y + n+ x− l); (44)

в области m2L1N2:

τxz = k + cθ(y + n+ x− l), τyz = −cθ(y + n), (45)
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exz = θ(y + n+ x− l), eyz = 0; (46)

в области L1N2N3L3:
τxz = k + cθy, τyz = 0, (47)

exz = θy, eyz = 0; (48)

в области m3L3N3:

τxz = k − cθ(−y − n+ x+ l), τyz = cθ(y + n), (49)

exz = −θ(−y − n+ x+ l), eyz = 0; (50)

в области m3L3L4:

τxz = −cθ(x+ l), τyz = −k + cθ(y + n− x− l), (51)

exz = 0, eyz = θ(y + n− x− l); (52)

в области m4L3L4:

τxz = cθ(x+ l), τyz = −k − cθ(y − n+ x+ l), (53)

exz = 0, eyz = −θ(y − n+ x+ l); (54)

в области m4L3N4:

τxz = −k + cθ(y − n+ x+ l), τyz = −cθ(y − n), (55)

exz = θ(y − n+ x+ l), eyz = 0; (56)

в области L1N1N4L3:
τxz = −k + cθy, τyz = 0, (57)

exz = θy, eyz = 0; (58)

в области m1L1N1:

τxz = −k + cθ(y − n− x+ l), τyz = cθ(y − n), (59)

exz = θ(y − n− x+ l), eyz = 0. (60)

На отрезках L1L2, L3L4 терпит разрыв компонента напряжения τxz. Разрыв компо-
ненты τxz в данном случае допустим, контактирующее напряжение τyz при переходе
через отрезки L1L2, L3L4 непрерывно. Аналогично, на отрезках N1N2, N3N4 терпит
разрыв компонента напряжения τyz, а контактирующее напряжение τxz непрерывно.
Следует отметить, что линии разрыва напряжений L1L2, L3L4, N1N2, N3N4 не явля-
ются следом жесткой области, а являются следствием исследуемой предельной схемы.
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