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Аннотация. В работе рассматривается задача о кручении растущего стержня треугольного
сечения, изготовленного из вязкоупругого стареющего функционально-градиентного мате-
риала, с интегральными краевыми условиями на торцах. Изучается процесс непрерывного
наращивания под действием крутящего момента. Предлагаются методы решения поставлен-
ных краевых задач путем приведения задач теории наращивания к задачам теории упругости
с внутренним параметром. Приводятся формулы расшифровки для восстановления истинных
параметров напряженно-деформированного состояния. Исследуется распределение интенсив-
ности касательных напряжений на различных стадиях процесса наращивания. Приводятся
расчеты задачи кручения призматического стержня с сечением в форме правильного тре-
угольника.
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1. Введение. Ниличие уникальных (экзотических) свойств 3D-материалов (ме-
таматериалов, тканых композитов, ауксетиков [1]) являются несомненным преиму-
ществом перед другими инженерными материалами. Эти преимущества делают их
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пригодными для использования в качестве легких компонент и конструкциях в раз-
личных отраслях современной промышленности [2]. В настоящее время около 50%
деталей самолетов изготавливается из композиционных материалов [3]. Кроме того,
композитные материалы все чаще используются в автомобильной промышленности.
Исследования показали, что с 2015 года ежегодный рост использования композитов в
автомобильной промышленности увеличился на 5%.

Мировой спрос на композиционные материалы растет с каждым днем [4].Титано-
вые композиты имеют более широкий спектр применения по сравнению с обычными
титановыми сплавами из-за их более высокой жесткости и прочности [3–9]. Еще од-
на особенность титановых композитов — высокая износостойкость и устойчивость к
коррозии [9], что также делает их пригодными для широкого спектра автопромыш-
ленных и аэрокосмических приложений. Эти свойства обеспечиваются добавлением
частиц TiC (карбид титана) или TiB (борид титана) [6]. Превосходная механическая
прочность, отличная биосовместимость, низкая плотность, устойчивость к коррозии
и высокие температурные характеристики делают титановые композиты применимы-
ми в большинстве отраслей, где требуется использование легких материалов, напри-
мер, в компонентах газотурбинных двигателей, предприятиях пищевой промышлен-
ности, высокопроизводительных автомобильных деталях, авиакосмической промыш-
ленность, атомных электростанция, химической промышленности, теплообменниках
нефтеперерабатывающих заводов, морском оборудовании, медицинских устройствах,
электронике, биомедицинских приложениях (имплантаты и протезы), энергетике и
оборонной промышленности.

Технологии аддитивного производства — наиболее экономически выгодная техно-
логия для производства и обработки титановых композитов, поскольку она решает
большинство проблем традиционного производства композитов [9]. Композиционные
материалы обычно состоят из определенной матрицы в виде однородной фазы, ар-
мирования в виде дисперсной фазы и границы раздела или связующего вещества,
которое соединяет материалы вместе [5,6]. Механические свойства и микроструктура
композитных материалов могут контролироваться путем правильного выбора состав-
ляющих материалов. Преимущества аддитивного производства композитов очевидны.
Прежде всего — это создание геометрически сложных деталей, которые невозможно
создать с помощью субтрактивных производственных процессов. Кроме того, были
проведены исследования по улучшению физико-механических свойств титана за счет
введения других материалов в композиты, которые являются подходящими материа-
лами для большинства современных промышленных применений.

Проблемы математического анализа процессов наращивания твердых тел в живой
[10–14] и не живой природе [15–29] неизменно привлекают внимание отечественных и
зарубежных исследователей. Далее в статье будем придерживаться терминологией и
аппаратом теории подробно изложенной в монографии [18].

2. Постановка задачи. Исследуем напряженно–деформируемое состояние на-
ращиваемого тела изготовленного из однородного вязкоупругого стареющего мате-
риала. Момент изготовления основного тела примем за начало отсчета внутреннего
времени задачи. Примем, что в начальный момент времени основное тело занимало
некоторую область Ω1 с треугольным поперечным сечением, имеющим границу L1
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Рис. 1. Поперечное сечение наращиваемого призматического стержня

(см. рис. 1). В момент в момент τ0 к торцам основного призматического тела прикла-
дываются нагружающие усилия, статически эквивалентные паре с моментом M(t).
Будем полагать, что боковая поверхность основного тела свободна от напряжений.

Далее, в некоторый момент времени, обозначим его через τ1 ≥ τ0, начинается непре-
рывное наращивание тела последовательным присоединением к внешней поверхности
основного тела новых элементов, изготовленных из материала произведенного од-
новременно с основным телом. Причем, будем полагать, что новые приращиваемые
элементы находятся в свободном состоянии. Обозначим через L(t) распространяющу-
юся границу поперечного сечения дополнительного тела Ω(t), которая изменяется с
течением времени. Кроме того, заметим, что L(τ1) = L1 и Ω(τ1) = Ω1. Граница L(t)

сечения Ω(t) состоит из двух участков L(t) =
∗
L(t)

⋃
Lσ(t), где

∗
L(t) — граница роста,

к которой в текущий момент времени осуществляется приток материала, при этом
∗
L(t) =

∗
L при τ ≤ τ1, Lσ(t) — граница, свободная от напряжений.

Будем считать, что момент приложения нагрузки к приращиваемым элементам
τ0 = τ0(x1, x2) совпадает с моментом их присоединения к наращиваемому основному
телу ∗τ =

∗
τ(x1, x2). Далее примем следующее сокращение

τ0(x1, x2) =

{
τ0, (x1, x2) ∈ Ω1;
∗
τ(x1, x2), (x1, x2) ∈

∗
Ω(t).

(1)

Момент времени τ2 ≥ τ1 свяжем с окончанием процесса наращивания. С этого
момента оно занимает область с поперечным сечением Ω2 = Ω(τ2) и границей L2 =
L(τ2). Заметим, что всюду далее рассматривается достаточно медленные процессы,
такие, что в уравнениях движения сплошной среды можно пренебречь инерционными
членами.
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3. Методика решения краевой задачи. Краевая задача о деформировании
основного тела, изготовленного из вязкоупругого стареющего тела на интервале вре-
мени [τ0, τ1], предшествующем началу процесса наращивания, представляет собой тра-
диционную задачу кручения, аналогичную рассмотренной в [30–32]. Задачу, реше-
ние которой моделирует процесс непрерывного наращивания на интервале времени
t ∈ [τ1, τ2] назовем начально-краевой задачей для непрерывно наращиваемого тела.
Дальнейшие рассмотрения, для удобства, будем проводить в декартовой прямоуголь-
ной системе координат с осью Ox3 совпадающей с осью симметрии стержня.

Для рассматриваемого случая призматического стержня уравнения равновесия сле-
дует принять в виде

∂3σ13 = 0, ∂1σ23 = 0, ∂1σ13 + ∂2σ23 = 0, ∂k =
∂

∂k
. (2)

Соотношения Коши между скоростями деформации Dij и скоростями перемеще-
ний vi в декартовой прямоугольной системе координат, учитывая симметрию краевой
задачи, примут вид

D11 = ∂1v1 = 0, D22 = ∂2v2 = 0, D33 = ∂3v3 = 0,

2D12 = ∂1v2 + ∂2v1 = 0, 2D13 = ∂1v3 + ∂3v1, 2D23 = ∂3v2 + ∂2v3.
(3)

Определяющие уравнения однородного вязкоупругого стареющего континуума для
не нулевых компонент тензора напряжений σij и тензора малых деформаций εij мож-
но принять в форме

σ13 = 2G(I + Nτ0)ε13, σ23 = 2G(I + Nτ0)ε23, (4)

где G — модуль сдвига или второй параметр Ламе, I — тождественный интегральный
оператор, а для интегрального оператора N справедливы соотношения

(I + Nτ 0)−1 = I− Lτ0 , Lsf(t) =

t∫
s

f(τ)K1(t, τ)dτ, (5)

K1(t, τ) = G(τ)∂τ [G−1(τ) + ω(t, τ)]. (6)

Здесь K1(t, τ) — ядро ползучести, ω(t, τ) — мера ползучести при сдвиге.
Краевое условие на неподвижной части наращиваемой границы принимает вид

(x1, x2) ∈ Lσ(t) : n1σ13 + n2σ23 = 0. (7)

Краевое условие на распространяющейся поверхности наращивания
∗
L(t) запишем в

форме

(x1, x2) ∈
∗
L(t) : n1∂tσ13 + n2∂tσ23 = 0. (8)

При этом необходимо потребовать выполнения условия равновесия торцевых сече-
ний дополнительного тела Ω(t), т.е.

M(t) =

∫∫
Ω(t)

(x1σ23 − x2σ13)dx1dx2,

∫∫
Ω(t)

σ13dx1dx2 =

∫∫
Ω(t)

σ23dx1dx2 = 0. (9)

В соотношениях (7)–(9) n = {n1, n2}— единичный вектор внешней нормали боковой
поверхности тела. Значения всех физических полей в момент времени τ0 ≤ t ≤ τ1

известны из решения задачи для основного тела.
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Отличительными особенностями начально-краевой задачи для растущего тела (2)–
(9), выводящими ее за рамки классических задач механики деформируемого твердого
тела, являются:

(i) нарушение условия совместности деформаций в области, занимаемой дополни-
тельным телом, и выполнение лишь его аналога и аналога соотношений Коши
в скоростях соответствующих величин (это обстоятельство позволяет учиты-
вать этот факт, что приращиваемые элементы до момента присоединения к
основному телу могут подвергаться деформирующим воздействиям независи-
мо от процессов, протекающих в самом теле);

(ii) зависимость определяющих соотношений от функции τ0 = τ0(x1, x2), которая
может иметь разрывы первого рода.

Введем обозначение σ0
ij = (I − Lτ0)σijG

−1 и преобразуем задачу наращиваемого
вязкоупругого тела с определяющими соотношениями (2)–(9) к задаче наращивания
упругого тела, описываемого законом Гука. В результате не сложных преобразований
получим

∂1σ
0
13 + ∂2σ

0
23 = 0, 2D13 = ∂1v3 + ∂3v1, 2D23 = ∂3v2 + ∂2v3.,

σ0
13 = 2ε13, σ0

23 = 2ε23, M(t) =

∫∫
Ω(t)

(x1σ23 − x2σ13)dx1dx2,

(x1, x2) ∈ Lσ(t) : n1σ13 + n2σ23 = 0, (x1, x2) ∈
∗
L(t) : n1∂tσ13 + n2∂tσ23 = 0.

(10)

Преобразуем начально-краевую задачу (10) к краевой задаче относительно скоро-
стей деформации, скоростей перемещений и скоростей операторных напряжений. Для
этого продифференцируем по t уравнение равновесия и уравнения состояния. В итоге
получим следующую краевую задачу:
∂1S13 + ∂2S23 = 0, 2D13 = ∂1v3 + ∂3v1, 2D23 = ∂3v2 + ∂2v3.,

S0
13 = 2D13, S0

23 = 2D23, Sij = ∂tσ
0
ij , (x1, x2) ∈ L(t) : n1S13 + n2S23 = 0,

∂tM
0(t) =

∫∫
Ω(t)

(x1S23 − x2S13)dx1dx2 +

∮
∗
L(t)

(x1
∗
σ23 − x2

∗
σ13)sndl,

(11)

причем ∗
σ13(x1, x2) = σ13(x1, x2,

∗
τ(x1, x2)) и ∗

σ23(x1, x2) = σ23(x1, x2,
∗
τ(x1, x2)), sn —

скорость движения растущей границы вдоль нормали.
Дополненные начальными условиями для основного тела при t = τ1 соотноше-

ния (12), ставят начально-краевую задачу с внутренним параметром времени t.
Для величин Sij и vi справедливы формулы:

v1 = −∂tθ(t)x2x3, v2 = ∂tθ(t)x1x3, v3 = ∂tθ(t)ϕt,

S13 = ∂tθ(t)(∂1ϕt − x2), S23 = ∂tθ(t)(∂2ϕt + x1),
(12)

где ϕt = ϕ(x1, x2, t) — неизвестная функция кручения, θ(t) — угол закручивания
стержня. Функция кручения ϕt является гармонической в области Ω(t), а значит удо-
влетворяет краевому условию

(x1, x2) ∈ L(t) : ∂nϕt = x2n1 − x1n2.

Таким образом, решение задачи кручения с использованием функции кручения ϕt
сводится к определению в области поперечного сечения Ω(t) гармонической функции
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по заданному значению ее нормальной производной на контуре L(t), т.е. к решению
классической задачи Неймана.

Очевидно, что с учетом (12) можно получить

∂tM
0(t) = ∂tθ(t)D(t) +

∫
L∗(t)

(x1
∗
σ23 − x2

∗
σ13) dl,

D(t) =

∫∫
Ω(t)

(x2
1 + x2

2 + x1∂2ϕ− x2∂1ϕ) dx1dx2,

(13)

где D(t) — переменная жесткость растущего тела при кручении.
Рассмотрим два возможных варианта постановки задачи:

(i) задан момент M(t), а требуется определить напряжения σij , перемещения ui
и крутку θ(t);

(ii) задана крутка θ(t), а требуется определить σij , ui и момент M(t).

Решение первого варианта постановки (когда задан крутящий момент M(t)) мож-
но построить следующим образом: по краевому условию определим функцию ϕt, по
формулам (13) найдем θ(t), по формулам (12) найдем vi и Sij , наконец, истинные
напряжения σij восстановим по формуле (10).

Для второго варианта постановки определим функцию кручения ϕ(x1, x2, t), най-
дем vi и Sij по формулам (12), восстановим истинные напряжения σij при помощи
(10), определим крутящий момент M(t) на основании условия равновесия торцевых
сечений (9).

4. Кручение тела после прекращения процесса наращивания. Рассмот-
рим теперь этап кручения тела после прекращения роста. Пусть в момент времени τ2

наращивание тела прекращается. В этот момент оно занимает область с поперечным
сечением Ω2, ограниченную кривой L2. В этом случае получаем задачу, аналогичную
(10). Тогда для величин vi и Sij применимы формулы (12), в которых необходимо
положить t = τ2. Напряжения, перемещения и крутка в этом случае можно найти
согласно формулам (10).

В итоге неклассические краевые задачи, возникающие при исследовании кручения
наращиваемых тел сводятся к известным краевым задачам, содержащим некоторый
внутренний параметр. По найденным решениям последних полностью восстанавлива-
ется напряженно-деформированное состояние тела при помощи формул расшифров-
ки:

σij(x1, x2, t) = G(t){σij(x1, x2, τ0)G−1(τ0)[1 +

t∫
τ0

R(t, τ)dτ ]+

+

t∫
τ0

[Sij(x1, x2, τ) +

τ∫
τ0

Sij(x1, x2, ς)dςRij(t, τ)]dτ},

u(x1, x2, t) = u(x1, x2, τ0) +

t∫
τ0

v(x1, x2, τ)dτ, θ(t) = θ(τ0) +

t∫
τ0

∂tθ(τ) dτ.

(14)
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Для решения классических краевых задач с параметром применим два метода тео-
рии функций комплексного переменного. Первый метод основан на применении кон-
формного отображения, а второй — на приведении уравнения границы растущего тела
к специальному виду (см. [31, 32]).

Рассмотрим метод конформного отображения. Введем сопряженную с ϕ(x1, x2, t)
гармоническую функцию ψ(x1, x2, t), связанную с ней условиями Коши–Римана [31]:

∂1ϕ = ∂2ψ, ∂2ϕ = −∂1ψ.

Граничное условие для функции ψ(x1, x2, t) примет вид

(x1, x2) ∈ L(t) : ψ =
x1

2 + x2
2

2
+ C(t),

где C(t) некоторая функция произвольная функция времени.
Таким образом, задачу кручения можно считать решенной, если мы сумеем отоб-

разить конформно область Ω(t) на круг [32]. В этом случае, естественно, область Ω(t)
должна быть односвязной.

Пусть z = x1 + ix2 = ω(ζ, t) конформное отображение области Ω на круг |ς| < 1,
окружность, которую обозначим γ.

Определим комплексную функцию кручения

F (z, t) = ϕ+ iψ,

где ϕ — функция кручения, а ψ сопряженная с ней функция. Если функция F (z, t)
будет выражена через ζ, т.е. F (z, t) = f(ζ, t), то f(ζ) будет функцией, голоморфной
внутри γ.

Действительная часть ψ функции

−if(ζ, t) = ψ − iϕ
будет удовлетворять на γ граничному условию ψ = (x2

1 + x2
2)/2. Обозначая через

σ = eiρ точки на контуре получим, что на γ имеем

ψ =
1

2
ω(σ, t)ω(σ, t).

Теперь найдем голоморфную внутри γ функцию по граничным значениям ее дей-
ствительной части [31,32]:

f(ζ, t) =
1

2π

∫
γ

ω(σ, t)ω(σ, t)

σ − ζ
dσ + С1(t), (15)

где C1(t) — произвольная функция.
Используя (15), мы можем определить как функцию ψ(x1, x2, t), которая является

действительной частью функции −if(ζ, t), так и функцию ϕ(x1, x2, t), которая явля-
ется мнимой частью функции−if(ζ, t).

Таким образом, по найденной гармонической функции, можно напряжения, пере-
мещения и крутку (или момент) растущего призматического тела в любой момент
времени.

Теперь рассмотрим метод основанный на приведении уравнения границы к специ-
альному виду.

Рассмотрим комплексную функцию кручения

F (z, t) = ϕ+ iψ,



146 МИХИНМ. Н., МУРАШКИНЕ.В.

где ϕ — функция кручения, а ψ сопряженная с ней функция.
С учетом формул

F (z, t) + F (z, t) = 2ReF (z, t), F (z, t)− F (z, t) = 2ImF (z, t).

Граничное условие в комплексной форме запишется следующим образом:

z ∈ L(t) : F (z, t)− F (z, t) = zz.

Пусть соотношение между z и z для точек контура можно привести к виду

z ∈ L(t) : zz = h(z, t) + h(z, t) ,

причем h(z, t) — функция, аналитическая внутри контура поперечного сечения. Тогда
справедливо равенство

F (z, t) = ih(z, t) + C(t),

где C(t) — произвольная функция, которую можно принять равной нулю.
Определив комплексную функцию кручения F (z, t), получим функцию кручения

ϕ = Re{F (z, t)}. Данным методом решаются такие задачи, как кручение эллипса,
кручение равностороннего треугольника, кручение кругового вала с продольной вы-
точкой.

5. Решение задачи кручения растущего треугольного вязкоупругого
стержня. В качестве примера рассмотри задачу кручения растущего призматическо-
го стержня с поперечным сечением в форме правильного треугольника под действием
крутящего моментаM(t). Граница поперечного сечения L(t) является границей роста,

т.е. L(t) =
∗
L(t). Материал среды вязкоупругий и стареющий, т.е. его свойства зависят

от времени. Рассмотрим наращивание стержня по закону подобия, при котором за
время наращивания сторона равностороннего треугольника увеличится в два раза,
a2 = 2a1 (рис. 1).

Будем считать, что новые приращиваемые элементы не напряжены. Ввиду мате-
матической эквивалентности получаемых задач на каждом рассматриваемом этапе,
достаточно рассмотреть только этап наращивания.

Найдем функцию кручения ϕ(x1, x2, t). Для этого уравнение

(x1 − a(t))((x1 + 2a(t))2 − 3x2
2) = 0,

контура L(t) преобразуем в комплексную форму, сделав замену

x1 =
1

2
(z + z), x2 = − i

2
(z − z)

В комплексной форме уравнение равностороннего треугольника примет вид

F (z, t) = − i

6a(t)
z3.

Отделяя действительную часть, получим функцию кручения в виде

ϕ(x1, x2, t) = (3x2
1x2 − x3

2)/(6a(t)). (16)
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Если задана крутка θ(t), то вычислив производную ∂tθ(t), находим величины vi,
S13 и S23:

v1 = −∂tθ(t)x2x3 , v2 = ∂tθ(t)x1x3, v3 = ∂tθ(t)(3x
2
1x2 − x3

2)/(6a(t)),

S13 = ∂tθ(t)(∂1ϕt − x2) =
∂tθ(t)

a(t)
(x1 − a(t))x2,

S23 = ∂tθ(t)(∂2ϕt + x1) =
∂tθ(t)

2a(t)
(x2

1 + 2a(t)x1 − x2
2).

(17)

Истинные напряжения и перемещения восстанавливаются по формулам (14). И на-
конец, определим M(t) на основании первой формулы из (9).

При заданном моменте M(t) поступим следующим образом. Сначала находим про-
изводную ∂tM

0(t) по формуле

∂tM
0(t) = ∂tM(t)G−1(t) +

t∫
τ0(x1,x2)

∂τM(t)∂tω(t, τ)dτ +M(τ0(x1, x2))∂tω(t, τ0(x1, x2)).

Затем находим скорость крутки ∂tθ(t)

∂tθ(t) =
5

9
√

3a4(t)
∂tM

0(t).

Скорость перемещений vi находим по формулам (17), а величины S13 и S23 находим
по формулам

S13 =
5(x1 − a(t))x2

9
√

3a5(t)
∂tM

0(t),

S23 =
5(x2

1 + 2a(t)x1 − x2
2)

18
√

3a5(t)
∂tM

0(t).

Истинные напряжения, перемещения и крутка восстанавливаются по форму-
лам (14).

Для построения решений на этапах до и после наращивания достаточно в функции
кручения принять t = τ1 и t = τ2 соответственно.

6. Пример расчета задачи кручения растущего треугольного призма-
тического стержня. Решим краевую задачу описанную в предыдущих разделах
статьи для материала с модулем упруго–мгновенной деформации сдвига и мерой пол-
зучести при сдвиге в форме [18]

G(t) = G0(1− e−α0t), ω(t, τ) = (D0 + Fe−βτ )(1− e−γ(t−τ)).

Перейдем к безразмерным величинам, используя: предельный модуль сдвига G0,
коэффициент γ в аппроксимации меры ползучести и начальную длину a1 = a(τ1)
стороны равностороннего треугольника. Сделаем замену переменных по формулам:

t∗ = γt, τ∗1 = γτ1, τ∗2 = γτ2, a∗(t∗) = a(t)/a1, a∗1 = a1/a1 = 1, a∗2 = a2/a1,

M∗(t∗) = M(t)G−1
0 a−3, α∗ = α0/γ, β

∗ = β/γ, γ∗ = γ/γ = 1, D∗0 = D0G0, F
∗ = FG0
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Рис. 2. Интенсивность касательных напряже-
ний для процесса быстрого наращивания, ко-
торое начинается одновременно с приложени-
ем постоянного крутящего момента

Рис. 3. Интенсивность касательных напряже-
ний для процесса медленного наращивания,
которое начинается одновременно с приложе-
нием постоянного крутящего момента

Рис. 4. Интенсивность касательных напряже-
ний для процесса быстрого наращивания, ко-
торое начинается с некоторой паузой, после
приложения постоянного крутящего момента

Рис. 5. Интенсивность касательных напряже-
ний для процесса медленного наращивания,
которое начинается с некоторой паузой, после
приложения постоянного крутящего момента

и, опуская звездочки в обозначениях, зададимся следующими значениями функций и
параметров:

a1 = 1, a2 = 2, a(t) = a1(t+ τ2 − 2τ1)(τ2 − τ1)−1, α0 = 2,

γ = 0.06, β = 0.031/0.06, A = 0.5, D0 = 0.5522, F = 4.

Исследуем распределение интенсивности касательных напряжений вдоль отрезка,
соединяющего центр тяжести треугольника и середину стороны треугольника. Интен-
сивность касательных напряжений при кручении дается формулой σi =

√
σ2

13 + σ2
23.
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Рис. 6. Интенсивность касательных напряже-
ний для процесса быстрого наращивания, ко-
торое начинается спустя длительный проме-
жуток времени, после приложения постоянно-
го крутящего момента

Рис. 7. Интенсивность касательных напряже-
ний для процесса медленного наращивания,
которое начинается спустя длительный про-
межуток времени, после приложения посто-
янного крутящего момента

Всюду далее на графиках штриховыми линиями будем обозначать распределения
интенсивности касательных напряжений в момент начала наращивания, штрихпунк-
тирной — в готовом теле без учета процесса наращивания, сплошной линией — пре-
дельное распределение интенсивности касательных напряжений при больших значе-
ниях времени.

Рассмотрим случай постоянного момента M(t) = 1. Рассмотрим процессы на-
ращивания, которые начинаются одновременно с приложением крутящего момен-
та (τ0 = τ1 = 0.1). На рис. 2 показано распределение интенсивности касательных
напряжений при быстром наращивании (τ2 = 0.4); а на рис. 3 — распределение ин-
тенсивности касательных напряжений при медленном наращивании (τ2 = 5.1).

Рассмотрим процессы наращивания, которые начинаются с некоторой паузой, после
приложения крутящего момента (τ0 = 0.1, τ1 = 0.3). На рис. 4 показано распределе-
ние интенсивности касательных напряжений при быстром наращивании (τ2 = 0, 6); а
на рис. 5 — распределение интенсивности касательных напряжений при медленном
наращивании (τ2 = 5, 3).

Рассмотрим процессы наращивания, которые начинаются спустя длительный про-
межуток времени, после приложения крутящего момента (τ0 = 0.1, τ1 = 2). На Рис. 6
показано распределение интенсивности касательных напряжений при быстром нара-
щивании (τ2 = 2.3); а на рис. 7 — распределение интенсивности касательных напря-
жений при медленном наращивании (τ2 = 7).

Предположим, что момент возрастает по линейному закону: M(t) = t. На рис. 8
показано распределение интенсивности касательных напряжений при медленном на-
ращивании, которое начинается в момент приложения крутящего момента (τ0 = τ1 =
0.1, τ2 = 5.1); а на рис. 9 — распределение интенсивности касательных напряже-
ний при быстром наращивании, которое начинается спустя малый промежуток вре-
мени (τ0 = 0.1, τ1 = 0.3, τ2 = 5.1). В каждом рассматриваемом случае максимум
интенсивности касательных напряжений достигается на границе готового тела.
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Рис. 8. Интенсивность касательных напряже-
ний для процесса медленного наращивания,
которое начинается в момент приложения ли-
нейного крутящего момента

Рис. 9. Интенсивность касательных напряже-
ний для процесса быстрого наращивания, ко-
торое начинается спустя малый промежуток
времени, после приложения линейного крутя-
щего момента

Рис. 10. Интенсивность касательных напря-
жений для процесса медленного наращива-
ния, которое начинается спустя малый проме-
жуток времени, после приложения линейного
крутящего момента

Рис. 11. Распределение интенсивности каса-
тельных напряжений при котором максимум
достигается во внутренней точке дополни-
тельного тела

На рис 10 показано распределение интенсивности касательных напряжений при
медленном наращивании, которое начинается спустя малый промежуток време-
ни (τ0 = 0.1, τ1 = 2, τ2 = 7). В этом случае максимум интенсивности касательных
напряжений достигается на границе основного и дополнительного тел.

Рассмотрим случай ступенчатого момента

M(t) =

{
0, 1 t ≤ T,
1, 8 t > T.
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Если взять T ∈ (τ1, τ2), то максимум интенсивности касательных напряжений до-
стигается внутри дополнительного тела. На рис 11 приведены изменения интенсивно-
сти касательных напряжений при T = 3.

7. Выводы.

(i) В предлагаемой работе приводится пример применения теории поверхностного
роста развиваемой в школе академика Н. Х. Арутюняна для исследования
задачи кручения призматического стержня.

(ii) Дана постановка начально-краевых задач деформирования наращиваемого по
боковой поверхности стержня треугольного сечения.

(iii) Предложены методы решения поставленных краевых задач. Методы реше-
ния основаны на приведении неклассических задач наращивания вязкоупру-
гих стареющих тел к задачам теории упругости с внутренним параметром,
использовании теории аналитических функций для решения. Истинные пара-
метры напряженно-деформированного состояния восстановлены по формулам
расшифровки.

(iv) Численными экспериментами установлено, что при кручении в готовом теле
без учета процесса наращивания максимум интенсивности касательных напря-
жений достигается на границе тела. При наращивании максимум интенсивно-
сти касательных напряжений может достигаться на границе раздела основного
и дополнительного тел, на границе готового тела и даже в произвольной точке
дополнительного тела.

(v) Полученные результаты могут служить основой для решения важных при-
кладных задач для деталей и элементов конструкций, изготавливаемых при
помощи современных технологий из функционально градиентных материалов.
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TORSION OF A GROWING PRISMATIC BAR WITH TRIANGULAR
CROSS-SECTION MADE OF A FUNCTIONAL-GRADED MATERIAL

Russian State University for the Humanities, Branch in Domodedovo, Russia

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. The paper considers the problem of torsion of a growing triangular cross-section bar
made of a viscoelastic aging functionally-graded material with integral boundary conditions at
the ends. The process of continuous growth under the influence of torque is studied. Methods for
solving the set boundary value problems by reducing the problems of the growth theory to the
problems of the theory of elasticity with an internal parameter are proposed. Deciphering formulas
are given to restore the true parameters of the stress-strain state. The distribution of the shear
stress intensity at different stages of the growth process is investigated. Calculations of the problem
of torsion of a prismatic bar with a cross-section in the form of a regular triangle are presented.

Keywords: growing solids, propagating growing surface, residual stress, functionally–graded
material, viscoelasticity, aging material
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