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Аннотация. В работе теоретически найдена микрогеометрия поверхности трения фрикци-
онной пары тормозного механизма, соответствующая равномерному распределению контакт-
ного давления на поверхности. Построена замкнутая система алгебраических уравнений, поз-
воляющая получить решение задачи оптимального проектирования пары трения «барабан-
накладка» тормозного механизма грузового автомобиля в зависимости от геометрических и
механических характеристик его элементов.
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Введение. Исследования напряженно-деформированного состояния в деталях
фрикционной пары тормозного механизма «барабан-накладка», широко используе-
мых в различных грузовых автомобилях, показывают, что деформации и контактное
давление распределяются неравномерно по трущимся поверхностям. Неравномерное
распределение контактного давления на поверхности трения служит причиной нерав-
номерного износа накладки и барабана. В связи с этим необходимо, чтобы проек-
тируемая фрикционная пара «барабан-накладка» обладала минимальной неравно-
мерностью распределения давления на трущихся поверхностях барабана и наклад-
ки. Повысить работоспособность фрикционной пары тормозного механизма «бара-
бан-накладка» возможно конструкторско-технологическими методами, в частности,
изменяя микрогеометрию узла трения. В настоящее время имеется недостаточно ре-
шений задач по определению микрогеометрии поверхности трения [1–12], при которой
созданное поле напряжений препятствует разрушению элементов пары трения. Реше-
ние этой проблемы будет способствовать повышению работоспособности фрикционной
пары «барабан-накладка» тормозного механизма.
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Цель работы — разработка математической модели контактного взаимодействия
и изнашивания для фрикционной пары «барабан-накладка», позволяющей рассчи-
тать оптимальную микрогеометрию поверхности трения, при которой распределение
контактного давления близко к равномерному для заданных режимах торможения
автомобиля.
Постановка задачи. Рассмотрим напряженно-деформированное состояние фрик-

ционной накладки при торможении автомобиля. При многократном повторно-крат-
ковременном режиме торможения происходит взаимодействие между контактирую-
щими поверхностями накладки и барабана, возникают силы трения, приводящие к
изнашиванию материалов сопряжения. Для определения контактного давления необ-
ходимо рассмотреть износоконтактную задачу о вдавливании накладки в поверхность
тормозного барабана [13].

Считается, что к внутренней поверхности барабана с механическими характеристи-
ками G1 (модуль упругости) и µ1 (коэффициент Пуассона материала) прижимается
накладка с характеристиками G и µ. При этом область контакта занимает всю ширину
накладки и не меняется при торможении.

Полагаем, что выполняются условия плоской деформации. Отнесем накладку к
полярной системе координат rθ, выбрав начало координат в центре концентрических
окружностей L0 и L с радиусами R0 и R соответственно. Представим неизвестную
границу наружного контура накладки L′ в виде

r = ρ(θ); ρ(θ) = R+ εH(θ), H(θ) =

∞∑
k=0

(a0
k cos kθ + b0k sin kθ),

в которой функция H(θ) подлежит определению. Здесь ε = Rmax/R — малый пара-
метр; Rmax — наибольшая высота впадины (выступа) неровности профиля накладки.

Аналогично, неизвестный заранее внутренний контур барабана близок круговому
и может быть представлен в виде

ρ1(θ) = R′1 + εH1(θ); H1(θ) =

∞∑
k=0

(a1
k cos kθ + b1k sin kθ),

в которой функция H1(θ) также подлежит определению при решении задачи оптими-
зации.

Требуется определить микрогеометрию поверхности трения (функции H(θ) и
H1(θ)), при которых распределенное контактное давление трущейся пары было бы
близко к равномерному для заданных режимах торможения автомобиля. Это допол-
нительное условие позволяет определить искомые функции H(θ) и H1(θ).
Метод решения. Для решения поставленной задачи оптимизации вначале реша-

ется износоконтактная задача о вдавливании накладки в поверхность барабана [13].
Условие, связывающее перемещения накладки и барабана, имеет вид

v1 + v2 = δ(θ), (|θ| 6 θ0), (1)

где δ(θ) — осадка точек поверхности накладки и барабана, определяемая формой
поверхности накладки и барабана, а также величиной прижимающей силы P ; 2θ0 —
угол обхвата фрикционных накладок.

В зоне контакта, помимо нормального давления p(θ, t), действует касательное уси-
лие, связанное с контактным давлением по закону Амонтона–Кулона.
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Усилия трения τrθ(θ, t) способствуют тепловыделению в области контакта. Общее
количество тепла в единицу времени пропорционально мощности сил трения. Ко-
личество тепла, выделяемое в единицу времени на единичной площади контакта с
координатой θ, будет

Q(θ, t) = V fp(θ, t),

где V — скорость движения автомобиля в момент торможения; f — коэффициент
трения пары.

Общее количество тепла Q(θ, t) будет расходоваться следующим образом: поток
тепла в накладку Q1(θ, t) и поток тепла на повышение температуры барабана Qb(θ, t).

Для перемещений накладки и барабана имеем

v1 = v1e + v1r + v1w, v2 = v2e + v2r + v2w.

Здесь v1e — термоупругие перемещения точек контактной поверхности накладки;
v1r — перемещения, вызванные смятием микровыступов поверхности накладки; v1w —
перемещения, вызванные изнашиванием поверхности накладки; v2e, v2r, v2w — то же
для тормозного барабана.

Для определения v1e, v1r и v2e, v2r решаются задачи термоупругости для накладки
и барабана соответственно. Коэффициенты теплопроводности материалов накладки
и барабана в осевом, окружном и радиальном направлении приняты одинаковыми и
независимыми от координат и температуры. Накладку будем моделировать круговым
(кривым) брусом с сечением, близким к узкому прямоугольнику (рис. 1).

Рис. 1. Схема расчета оптимальной микрогеометрии поверхности трения фрикционной на-
кладки

Для накладки имеет место

∆T = 0, при r = ρ(θ) λ
∂T

∂n
= −Q, T = Tc при r = R0,

T = Tc при θ = 0; T = Tc при θ = 2θ0,

при r = ρ(θ) σn = −p(θ), τnt = −fp(θ), при r = R0 vr = 0, vθ = 0.
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На прямолинейных концах накладки граничные условия принимаются в виде

R∫
R0

σθ dr = 0,

R∫
R0

τrθ dr = 0,

R∫
R0

σθr dr = 0 при θ = ±θ0.

Здесь λ — коэффициент теплопроводности материала накладки; ∆ — оператор Ла-
пласа; T — температурная функция; Tc — температура окружающей среды; n, t —
нормаль и касательная к наружной поверхности накладки; vr, vθ — радиальная и ка-
сательная составляющие вектора перемещений точек L соответственно; σr, σθ, τrθ —
компоненты тензора напряжений.

Аналогично ставится задача термоупругости для определения перемещений v2e, v2r

контактной поверхности барабана.
Для определения v1w и v2w используется кинетическое уравнение изнашивания ма-

териала для накладки и барабана [14,15].
Температурные функции, напряжения и перемещения в накладке и тормозном ба-

рабане, а также контактное давление ищем в виде разложений по малому параметру,
в которых пренебрегаем для упрощения членами, содержащими степени выше первой:

T = T (0) + εT (1) + ... , σt = σ
(0)
t + εσ

(1)
t + ... , τnt = τ

(0)
nt + ετ1

nt + ... ,

u = u(0) + εu(1) + ... , v = v(0) + εv(1) + ... , p = p(0) + εp(1) + ... .

Значения температуры и компонент напряжений при r = ρ(θ) найдем, разлагая
в ряд выражения для напряжений в окрестности r = R. С помощью метода возму-
щений для граничной задачи термоупругости получаем последовательность краевых
задач для накладки с круговыми границами для внутренней и наружной поверхно-
сти [16]. Каждое из приближений удовлетворяет системе дифференциальных урав-
нений плоской термоупругости. Решение краевой задачи теории теплопроводности в
каждом приближении ищется методом разделения переменных. При решении задачи
термоупругости в каждом приближении используется термоупругий потенциал пере-
мещений и метод степенных рядов.

На основе полученного решения задачи термоупругости и интегрирования кинети-
ческого уравнения изнашивания материала накладки в нулевом приближении нахо-
дим перемещения v0

1 ее контактной поверхности. Аналогично решается задача тер-
моупругости для тормозного барабана. На основе полученного решения задачи тер-
моупругости для барабана и кинетического уравнения изнашивания материала тор-
мозного барабана в нулевом приближении находится перемещение v0

2 его контактной
поверхности. Найденные величины v0

1 и v0
2 подставляются в основное контактное усло-

вие (1) в нулевом приближении.
Алгебраизацию основного контактного уравнения проводим аналогично [1]. В ре-

зультате получаем бесконечную алгебраическую систему относительно α0
k (k = 0, 1,

2, ...), β0
k (k = 1, 2, ...) и α1

k, β
1
k и т.д. Полученные системы позволяют численными

методами найти контактное давление в нулевом приближении.
Далее аналогично строится решение износоконтактной задачи в первом приближе-

нии. Повторяя процедуру построения алгебраических систем для нахождения иско-
мых коэффициентов, получаем бесконечную алгебраическую систему относительно
α1
k,0 (k = 0, 1, 2, ...), β1

k,0 (k = 0, 1, 2, ...) и α1
k,1, β

1
k,1 и т.д.
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В правые части бесконечных алгебраических систем входят коэффициенты a0
k, b

0
k,

a1
k, b

1
k разложения функций H(θ) и H1(θ). При известных функциях H(θ) и H1(θ) по-

лученные системы дают возможность найти контактное давление p1(θ, t). Полученная
алгебраическая система уравнений пока не является замкнутой.

В правые части полученных алгебраических систем входят коэффициенты a0, a0
k,

b0k, a
1
0, a1

k, b
1
k разложения функций H(θ) и H1(θ). Для построения недостающих урав-

нений используем критерий равномерного распределения контактного давления на
поверхности трения накладки и барабана. Пусть p̄ будет оптимальное значения кон-
тактного давления на поверхности трения. Величину p̄ требуется определить в про-
цессе решения задачи оптимального проектирования.

Формула для контактного давления, которую символически можно записать в виде

p(θ, t) = F (θ, t, a0
0, a

0
k, b

0
k, a

1
0, a

1
k, b

1
k) (k = 1, 2, ... ,m), (2)

показывает, что контактное давление линейно зависит от искомых коэффициентов a0
k,

b0k, a
1
k, b

1
k рядов Фурье функций H(θ) и H1(θ).

Таким образом, функции H(θ) и H1(θ), описывающие профиль поверхности тре-
ния, должны быть выбраны так, чтобы обеспечивалось равномерное распределение
контактного давления наилучшим образом.

Для построения недостающих алгебраических уравнений для нахождения коэф-
фициентов a0

k, b
0
k, a

1
k, b

1
k функций H(θ) и H1(θ) используем принцип наименьших

квадратов.
Контактное давление p узла трения является независимой переменной θ и (4m+ 2)

параметра a0
0, a0

k, b
0
k, a

1
0, a1

k, b
1
k. Время считается свободным параметром. Параметры

a0
0, a0

k, b
0
k, a

1
0, a1

k, b
1
k постоянны (в общем случае зависят от времени), но заранее неиз-

вестны и подлежат определению. Для отыскания неизвестных параметров производим
ряд вычислений.

Разобьем отрезок [−θ0, θ0] изменения θ на M частей, где M > 4m+ 2:

θi = −θ0 + i∆θ, ∆θ =
2θ0

M
, (3)

p(θi, t) = F (θi, t, a
0
0, a

0
k, b

0
k, a

1
0, a

1
k, b

1
k) (i = 1, 2, ... ,M).

Найдем такие значения неизвестных параметров, которые будут обеспечивать значе-
ниям функции контактного давления (3) постоянное значение наилучшим образом.

Принцип наименьших квадратов утверждает, что наиболее вероятными значениями
параметров будут такие, при которых сумма квадратов отклонений εi будет наимень-
шей:

U =

M∑
m=1

[
F (θi, t, a

0
0, a

0
k, b

0
k, a

1
0, a

1
k, b

1
k)− p̄

]2 → min . (4)

Для любого момента времени рассматриваем a0
0, a0

k, b
0
k, a

1
0, a1

k, b
1
k (k = 1, 2, ... ,m)

как независимые переменные и приравниваем нулю частные производные от левой
части (4) по этим переменным. В результате получим (4m+ 3) уравнений с (4m+ 3)
неизвестными:

∂U

∂a0
0

= 0,
∂U

∂a0
k

= 0,
∂U

∂b0k
= 0, (k = 1, 2, ... ,m), (5)

∂U

∂a1
0

= 0,
∂U

∂a1
k

= 0,
∂U

∂b1k
= 0,

∂U

∂p̄
= 0.
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Составление и решение системы (5) значительно упрощается, так как функция F (θi, t,
a0

0, a
0
k, b

0
k, a

1
0, a

1
k, b

1
k) линейна относительно неизвестных параметров. Эта система урав-

нений замыкает бесконечную алгебраическую систему износоконтактной задачи и сов-
местно с ней должна решаться для фиксированных значений времени.
Анализ результатов моделирования. Совместное решение полученных систем

уравнений позволяет найти приближенные значения коэффициентов a0
k, b

0
k, a

1
k, b

1
k, p̄

и αk, βk. В рассматриваемой задаче имеется много свободных параметров, таких как
различные теплофизические и механические характеристики материалов, геометри-
ческие размеры накладки и тормозного барабана, скорость движения автомобиля.
Для численной реализации предложенного метода были проведены расчеты приме-
нительно к тормозным механизмам грузовых автомобилей КамАЗ-5320. В качестве
постоянных параметров были приняты: R = 0,19 м; hH = 0,016 м — толщина наклад-
ки; bH = 0,14 — ширина накладки; Rδ = 0,2 м; RHδ = 0,25 м — наружный радиус
барабана; f = 0,35; K1 = 1,5 · 10−6; K2 = 2 · 10−8 — коэффициенты износостойкости
материала накладки и барабана; E = 6,9 · 103 МПа; E1 = 1,8 · 105 МПа; µ = 0,4;
µ1 = 0,3 для серого чугуна материала барабана.

Были найдены значения параметров управления (коэффициенты a0
0, a0

k, b
0
k, a

1
0, a1

k,
b1k) в зависимости от физико-механических характеристик фрикционной пары «бара-
бан-накладка» для разных моментов времени. В разложении искомых функций H(θ)
и H1(θ) ограничивались k = 5 членами.

Результаты расчета по определению микрогеометрии контактной поверхности тре-
ния в начальный момент t = 0 (для различных скоростей движения автомобиля при
торможении) приведены в табл. 1.

Таблица 1. Значения коэффициентов Фурье для оптимальной шероховатости (мкм)
(строка 1 относится к шероховатости накладки)

a0 a1 a2 a3 a4 a5 b1 b2 b3 b4 b5
V = 50 км/ч

1 0,432 0,345 –0,273 0,226 0,128 0,080 0,459 0,319 –0,147 0,108 0,072
2 0,304 0,221 0,202 –0,188 0,104 0,076 0,265 0,231 0,126 0,079 0,066

V = 80 км/ч
1 0,499 0,433 –0,347 0,268 0,155 0,083 0,479 0,329 –0,218 0,137 0,082
2 0,332 0,219 0,149 –0,121 0,103 0,080 0,284 0,249 0,153 0,012 0,079

Заключение. Знание коэффициентов a0
k, b

0
k, a

1
k, b

1
k функций H(θ) и H1(θ) поз-

воляет на стадиях проектирования и изготовления выбирать класс шероховатости
обработанной внешней поверхности накладки и внутренней поверхности тормозного
барабана, обеспечивающий повышение износостойкости фрикционной пары тормоз-
ной системы грузового автомобиля за счет равномерного распределения контактного
давления.
Обозначения: p(θ, t) — контактное давление между накладкой и барабаном при

торможении; ε — малый параметр; H(θ) — функция, описывающая микрогеометрию
наружной поверхности накладки; H1(θ) — функция, описывающая микрогеометрию
внутренней поверхности тормозного барабана; R и R0 — радиусы окружностей кон-
туров L и L0 соответственно; a0

k, b
0
k — коэффициенты ряда Фурье функции H(θ);
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a1
k, b

1
k — коэффициенты ряда Фурье функции H1(θ); ρ(θ) — функция, описывающая

наружную поверхность накладки; f — коэффициент трения фрикционной пары; t —
время; V — скорость движения автомобиля в момент торможения; α0

k, β
0
k, α

0
k,0, β

0
k,0,

α1
k, β

1
k, α

0
k,1, β

0
k,1 — коэффициенты ряда Фурье для функций, определяющих контакт-

ное давление; T (r, θ) — температурная функция; λ — коэффициент теплопроводности
материала накладки; τ0 — предельная удельная сила трения, ниже которой истира-
ние поверхности фрикционной пары практически не происходит; Rmax — наибольшая
высота неровности поверхности накладки; ∆ — оператор Лапласа; Q∗(θ, t) — поток
тепла на повышение температуры накладки.
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E. S.Velizade
OPTIMUM DESIGN OF FRICTION PAIR WITH UNIFORM PRESSURE

FOR A BRAKE MECHANISM

Azerbaijan Technical University, Baku, Azerbaijan

Abstract. In the present work a microgeometry of friction surface for friction pair of a brake
mechanism is theoretically found. The obtained microgeometry corresponds to uniform distribution
of contact pressure on the surface. A closed system of algebraic equations is constructed. It
allows one to obtain the solution of the optimal design problem for a “drum-lining” friction pair
of the truck’s brake mechanism depending on geometric and mechanical characteristics of brake
mechanism elements.

Keywords: friction pair, lining, drum, wear, uniform distribution of contact pressure.
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