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Аннотация. Рассмотрены динамические методы идентификации модели нелинейно упруго-
го деформируемого тела. По эффективным фазовым скоростям продольных и поперечных
волн, распространяющихся вдоль и поперек оси сжимаемого стержня, возможно определить
пять констант упругости второго и третьего порядков, входящих в соотношения модели. В
статье получены расчетные формулы и приведен пример определения зависимости фазовых
скоростей для полиамида 6.
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Введение. Нелинейные упругие модели деформируемых твердых тел получили
широкое распространение как в сфере фундаментальных исследований [1, 2], так и в
области их приложений к решению задач механики эластомеров, биомеханики, меха-
ники грунтов [3]. Как известно [1], такие модели могут учитывать как геометрическую
нелинейность путем использования различных мер конечных деформаций, так и «фи-
зическую» нелинейность поведения реальных материалов, когда закон связи между
напряжениями и деформациями отличается от линейного (квазилинейного). Наибо-
лее актуальными являются модели, в которых учитываются оба типа нелинейности
[1, 2], часто имеющие один порядок относительно градиента перемещений.

Для изотропного материала линейная упругость описывается с помощью двух кон-
стант материала. В случае нелинейной связи между напряжениями и деформациями
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количество материальных констант для изотропного материала может увеличивать-
ся. Например, известная модель Мурнагана [4] содержит пять констант упругости: две
второго порядка и три третьего порядка. Возникает вопрос о достоверном экспери-
ментальном определении этих констант нелинейной упругости. Методы определения
констант можно разделить на статические (квазистатические) и динамические. К ста-
тическим экспериментам относят макромеханические эксперименты по однородному
деформированию специальным образом подготовленных образцов (растяжение, сжа-
тие, изгиб, кручение цилиндрических, призматических или плоских образцов). Пре-
имущество таких экспериментов заключается в доступности требующегося оборудо-
вания и отработанности методики их проведения. Существенным недостатком этих
экспериментов является невозможность достижения в таких опытах больших дефор-
маций из-за потери ими устойчивости или появления неоднородности напряженно-
деформированного состояния.

Макромеханические эксперименты могут проводиться при создании в образцах за-
ведомо неоднородного напряженно-деформированного состояния, например, при кру-
чении сплошных цилиндров [2, 5] или индентировании [6, 7]. Опыты по индентирова-
нию получили в последнее время широкое распространение благодаря относительной
простоте постановки эксперимента и возможности осуществления опытов с образ-
цами, обладающими малым представительным объемом. В таких опытах большие
деформации достигаются без потери устойчивости, однако обработка этих экспери-
ментов предполагает построение сложной математической модели процесса (часто
численной) и решение обратных задач [6, 7].

К динамическим методам определения постоянных упругости относятся экспери-
менты, связанные с прохождением через образец из рассматриваемого материала зву-
ковых волн. Такой подход хорошо известен и широко применяется [8-13], в том числе
и для определения свойств горных пород [3].

В настоящей работе рассматривается вопрос о распространении акустических волн
в нелинейно упругой среде, описываемой соотношениями модели Генки-Мурнагана,
предложенными в работах [6, 7, 14]. Предлагается программа экспериментов для опре-
деления констант этой модели по скоростям распространения продольных и попереч-
ных волн в предварительно деформированном образце. Будет проведен сравнитель-
ный анализ скоростей распространения звуковых волн в полиамиде 6 (Ertalon), полу-
ченных вычислениями в рамках моделей Генки-Мурнагана и Мурнагана, с данными
экспериментов [13].
Основные соотношения модели Генки-Мурнагана. Одной из наиболее широ-

ко используемой моделью нелинейно упругого материала является модель Мурнагана
[4], в которой постулировано существование упругого потенциала, в качестве которого
используется удельная элементарная потенциальная энергия деформаций. В терминах
тензора деформаций Коши-Грина ε выражение для удельной потенциальной энергии
деформаций для модели Мурнагана имеет вид [15, 16]

W = 1
2λJ

2
1 (ε) +GJ2 (ε) + 1

6 (ν1 + 6ν2 + 8ν3) J3
1 (ε)−

−2 (ν2 + 2ν3) J1 (ε) J2 (ε) + 4ν3J3 (ε) ,
(1)

где λ, G – константы упругости Ламе, ν1, ν2, ν3 – константы упругости третьего по-
рядка, J1 (ε) , J2 (ε) , J3 (ε) – алгебраические инварианты тензора деформаций Коши-
Грина.
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Если обозначить ν1/2 + ν2 = l, ν2 + 2ν3 = m, 4ν3 = n, то выражение (1) принимает
вид

W =
1

2
λJ2

1 (ε) +GJ2 (ε) +
1

3
(l + 2m) J3

1 (ε)− 2mJ1 (ε) J2 (ε) + nJ3 (ε) ,

где l, m, n – константы Мурнагана.
В работах [6, 7, 14] была предложена модель нелинейно упругого материала, назван-

ная моделью Генки-Мурнагана, в которой удельная потенциальная энергия деформа-
ций записывается через инварианты тензора логарифмических деформаций Генки Γ
в виде, аналогичном (1)

W = 1
2λJ

2
1 (Γ) +GJ2 (Γ) + 1

6 (ν1 + 6ν2 + 8ν3) J3
1 (Γ)−

−2 (ν2 + 2ν3) J1 (Γ) J2 (Γ) + 4ν3J3 (Γ) ,
(2)

где J1 (Γ) = Γ · ·E, J2 (Γ) = Γ · ·Γ, J3 (Γ) = det Γ – алгебраические инварианты тензора
деформаций Генки.

В рассматриваемых моделях рассматриваются тензоры напряжений: T, второй тен-
зор Пиолы-Кирхгоффа, и ΣR = dV

dV0
R · S · R−1, обобщенный «повернутый» тензор

напряжений, связанные с тензором истинных напряжений Коши S. Тензоры T и ΣR

являются энергетически сопряженными с тензорами деформаций Коши-Грина ε и
Генки Γ соответственно. Для гиперупругих материалов эти тензоры определяются по
выражениям (1) и (2):

T =
∂W

∂ε
, ΣR =

∂W

∂Γ
. (3)

В работах [1, 6, 7, 14] было показано, что выражения (1) и (2) формально могут
быть записаны в виде:

W =
1

2
N · · · ·εε+

1

6
L · · · · · ·εεε, W =

1

2
N · · · ·ΓΓ +

1

6
L · · · · · ·ΓΓΓ, (4)

где тензоры четвертого ранга N и шестого ранга L имеют компоненты (в ортонор-
мированном базисе ei), выражающиеся через упругие постоянные второго и третьего
порядков соответственно:

N1111 = N2222 = N3333 = λ+ 2G,
N1122 = N3311 = N2233 = λ,N1212 = N3131 = N2323 = 2G;

L111111 = L222222 = L333333 = ν1 + 6 ν2 + 8 ν3,
L112222 = L111122 = L113333 = L111133 = L222233 = L223333 = ν1 + 2ν2,
L111212 = L221212 = L332323 = L333131 = L113131 = L222323 = ν2 + 2 ν3,
L232311 = L313122 = L121233 = ν2, L233112 = L123123 = L122331 = ν3,

L112233 = ν1 (остальные нули).

В работе [17] было предложено тензоры N и L представлять разложениями по
базисным тензорам Iαβ и Iαβγ , где α, β, γ = 0, 1, ..., 5, построенным по тензорам кано-
нического базиса А.А. Ильюшина:
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I0 = 1√
3
(e1e1 + e2e2 + e3e3), I1 = 1√

6
(2e3e3 − e1e1 − e2e2) ,

I2 = 1√
2

(e1e1 − e2e2) , I3 = 1√
2
(e1e2 + e2e1),

I4 = 1√
2
(e2e3 + e3e2), I5 = 1√

2
(e3e1 + e1e3);

Iαβ = 1
2

(
IαIβ + IβIα

)
,

Iαβγ = 1
6

(
IαIβIγ + IαIγIβ + IβIαIγ + IβIγIα + IγIαIβ + IγIβIα

)
.

(5)

Такие представления для изотропного материала имеют вид:

N = 3KI00 + 2G
(
I11 + I22 + I33 + I44 + I55

)
, (6)

где K = λ+ 2G/3 и G – модуль объемной упругости и модуль сдвига соответственно;

L = C1I
000 + C2

(
I011 + I022 + I033 + I044 + I055

)
+

+C3

(
2√
6
I111 − 6√

6

(
I122 + I133

)
+ 3√

6

(
I144 + I155

)
+ 3√

2

(
I255 − I244 + 2I345

))
,

(7)

а выражение для удельной потенциальной энергии деформаций в соответствии с (4)
может быть представлено через естественные инварианты тензора Генки в виде:

W =
1

2
Kθ2 +Ge2 +

1

6

(
C1

3
√

3
θ3 +

C2√
3
θe2 +

√
2

3
C3e

3 cos 3γ

)
, (8)

где естественные инварианты θ = Γ··Γ – относительное изменение объема, e2 = Γ̃··Γ̃ –
интенсивность формоизменения, и угол вида деформированного состояния γ, который
определяется из соотношения

∣∣∣Γ̃∣∣∣ = 1
3
√

6
e3 cos 3γ, Γ̃ = Γ − 1

3θE – девиатор тензора
Генки.

Константы, входящие в соотношения (6)-(8), связаны с константами упругости тре-
тьего порядка ν1, ν2, ν3 и константами Мурнагана l, m, n соотношениями:

C1 = 3
√

3 ν1 + 6
√

3 ν2 + 8ν3/
√

3 = 6
√

3l + 2n/
√

3,

C2 = 6
√

3 ν2 + 8
√

3 ν3 = 6
√

3m−
√

3n, C3 = 4 ν3 = n.
(9)

Связь между тензорами напряжений и деформаций получим, используя соотноше-
ния (3) и (4):

ΣR =
∂W

∂Γ
= N · ·Γ +

1

2
Γ · ·L · ·Γ. (10)

Соотношение (10) с учетом разложений (6) и (7) может быть представлено в виде

ΣR = σ0E + τeΓ̃ + τqQ̃, (11)
где σ0, τe, τq – материальные функции: σ0 = Kθ + C1

6
√

3
θ2 + C2

6
√

3
e2, τe = 2G + C2

3
√

3
θ,

τq = C3. Тензор Q̃ определяется как девиатор тензора Γ̃2.
Идентификация модели (11) состоит в определении входящих в эти соотношения

констант материала K, G и C1, C2, c3. В отличие от работ [6, 7], предлагается для
этого использовать динамический метод, предварительно установив связь между ско-
ростями распространения упругих волн и упругими константами.
Уравнение распространения звуковых волн в нелинейно упругом теле.

Общие принципы решения задачи о распространении волн в нелинейно упругих те-
лах заложены в работах [1, 18-20]. Эта задача решается в рамках теории наложения
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малых деформаций на первоначальные большие деформации [18, 19]. В работе [20]
распространение волн рассматривается в рамках теории многократного наложения
больших деформаций. В работе [3] отмечается, что опыт применения динамического
метода к определению упругих постоянных грунтов показывает, что наиболее досто-
верные результаты решения задачи о распространении упругих волн получаются «в
случаях использования теории больших начальных деформаций и учета изменения
расстояния в формах упругих колебаний». В связи с этим при выводе уравнения рас-
пространения волн в нелинейно упругой среде будем исходить из того, что среда до
возникновения в ней волнового поля подвержена конечным деформациям, которые
моделируются соотношениями модели Генки-Мурнагана.

Будем считать, что в нелинейно упругом образце в начальный момент времени t0
отсутствуют деформации и напряжения, а к моменту времени t1 создано однородное
напряженно-деформированное состояние, которому соответствует поле перемещений
u(1)(xxx, t1), конечные деформации Γ(1)(xxx, t1) и поле напряжений Σ

(1)
R (xxx, t1), вычисляе-

мых по соотношениям (10). Будем рассматривать процессы деформаций, в которых
главные оси тензора Генки совпадают с одними и теми же материальными волокнами,
тогда тензор напряжений ΣR связан с тензором истинных напряжений соотношением
ΣR = dV

dV0
S = ρ0

ρ S, поэтому тензор истинных напряжений

S(1) =
ρ

ρ0

(
N · ·Γ(1) +

1

2
Γ(1) · ·L · ·Γ(1)

)
. (12)

Переход от момента времени t0 к моменту t1 считаем квазистатическим, так что
напряжения S(1) удовлетворяют уравнениям равновесия ∇ · S(1) = ρü(1) = 0.

В момент времени t1 в образце возбуждается плоская звуковая волна с полем пе-
ремещений

u(2) = Ape
2πi
l

(n·xxx−ct), (13)
где A – амплитуда, p, |p| = 1, – вектор поляризации, l – длина волны, c – фазовая
скорость волны, n, |n| = 1 – волновая нормаль.

В момент времени t > t1 поле перемещений определяется выражением

u(xxx, t) = u(1)(xxx, t1) + u(2)(xxx, t),

поле деформаций

Γ(xxx, t) = Γ(1)(xxx, t1) + Γ(2)(xxx, t). (14)
Считаем, что деформации, определяемые полем перемещений (12), малы, так что

Γ(2)(xxx, t) =
1

2

(
∇u(2) + u(2)∇

)
. (15)

При t > t1 поле напряжений определяется в соответствии с (12) и (14)

S = ρ
ρ0

(
N · ·

(
Γ(1) + Γ(2)

)
+ 1

2

(
Γ(1) + Γ(2)

)
· ·L · ·

(
Γ(1) + Γ(2)

))
=

= ρ
ρ0

(N · ·Γ(1) + 1
2Γ(1) · ·L · ·Γ(1) + N · ·Γ(2) + 1

2Γ(2) · ·L · ·Γ(1)+

+1
2Γ(1) · ·L · ·Γ(2) + 1

2Γ(2) · ·L · ·Γ(2)).

В последнем выражении первые два слагаемых совпадают с (12), четвертое и пятое
слагаемые равны в силу внутренней симметрии тензора L, а шестое слагаемое имеет
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более высокий порядок малости по сравнению с ∇u(2), и им можно пренебречь. В
соответствии с этим напряжения определяются выражением

S =
ρ

ρ0
S(1) +

ρ

ρ0
C
(
Γ(1)

)
· ·Γ(2), (16)

где C
(
Γ(1)

)
= N+L · ·Γ(1) = ∂ΣR

∂Γ – обобщенный тензор жесткости, и ρ, ρ0 – плотность
материала в моменты времени t и t0 соответственно.

Используя представление тензора N в виде (6) и L в виде (7), получим

C
(
Γ(1)

)
= 3KI00 + 2G

(
I11 + I22 + I33 + I44 + I55

)
+ C1ε0I

00+

+C2
3

(
I0Γ̃(1) + Γ̃(1)I0 + ε0

(
I11 + I22 + I33 + I44 + I55

))
+

+C3

(
ε1√

6

(
2I11 − 2I22 − 2I33 + I44 + I55

)
+ ε2√

2

(
I55 − I44

)
+

+ 2√
6

(
−2ε2I

12 − 2ε3I
13 + ε4I

14 + ε5I
15
)

+ 2√
2

(
−ε4I

24 + ε5I
25 + ε3I

45 + ε4I
35 + ε5I

34
))
,

(17)
где обозначено εα = Iα · ·Γ(1), α = 0..5.

Запишем уравнения движения при отсутствии массовых сил: ∇ ·S = ρ
(
ü(1) + ü(2)

)
и после подстановки соотношений (16) получим

∇ ·C
(
Γ(1)

)
· ·Γ(2) = ρ0ü

(2), (18)

поскольку ∇ · S = ρ
ρ0
∇ · S(1) + ρ

ρ0
∇ ·C

(
Γ(1)

)
· ·Γ(2) и ∇ · S(1) = ρü(1) = 0.

В силу принятого допущения (15) о малости деформаций, появляющихся вслед-
ствие прохождения звуковой волны, найдем выражение для Γ(2)(xxx, t), исходя из пред-
ставления для перемещений (13):

Γ(2)(xxx, t) =
πi

l
Ae

2πi
l

(n·xxx−ct) (pn + np) . (19)

Вычислим дивергенцию в левой части (18). Легко показать, что в силу внутренней
симметрии тензора обобщенной жесткости ∇·

(
C · ·Γ(2)

)
= ∇·

(
Γ(2) · ·C

)
= ∇Γ(2) · · ·C,

тогда уравнения движения преобразуются к виду ∇Γ(2) · · ·C = ρ0ü, причем, исходя из
(19), ∇Γ(2) = 1

2

(
2πi
l

)2
Ae

2πi
l

(n·xxx−ct)n (pn + np). Вычислим свертку 1
2n (pn + np) ···C =

p · (n ·C · n), тогда левая часть уравнений движения (18) может быть представлена
в виде

(
2πi
l

)2
Ae

2πi
l

(n·xxx−ct)p · (n ·C · n). Учитывая, что ü(2) = c2
(

2πi
l

)2
Ae

2πi
l

(n·xxx−ct)p,
запишем уравнение (18) в виде

p · (n ·C · n) = ρ0c
2p. (20)

Обозначим n ·C · n = A(n). Тензор A(n) называют акустическим тензором. В соот-
ветствии с представлением (17) для тензора обобщенной жесткости выпишем выра-
жения для компонент акустического тензора, определенных в главных осях тензора
деформаций Γ(1) = Γ

(1)
i eiei, где Γ

(1)
i – главные значения тензора Генки:
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A
(n)
ii =

(
K + 4

3G+ C1
θ

3
√

3
+ C2

2Γ
(1)
i

3
√

3
+ C3

2Γ̃
(1)
i
3

)
n2
i+

+

(
G+ C2

θ
6
√

3
− C3

Γ̃
(1)
k
2

)
n2
j +

(
G+ C2

θ
6
√

3
− C3

Γ̃
(1)
j

2

)
n2
k;

A
(n)
ij = A

(n)
ji =

(
K + G

3 + C1
θ

3
√

3
+ C2

Γi+Γj−Γk
6
√

3
+ C3

Γ̃k
6

)
ninj .

(21)

В формулах (21) все компоненты тензора A(n) получаются путем круговой пере-
становки индексов i, j, k = 1, 2, 3. Отметим также, что тензор A(n) зависит не толь-
ко от материальных констант K, G, C1, C2, C3, предварительных деформаций Γ

(1)
i ,

но и направления распространения волны, задающегося вектором волновой нормали
n = niei.

Уравнение распространения волны получим из (20) в виде, совпадающем по форме
с соотношением, приведенным в [1]:

A(n) · p = ρ0c
2p. (22)

Из уравнения (22) следует, что вектор поляризации звуковой волны является соб-
ственным вектором, а ρ0c

2 – собственным значением акустического тензора A(n). Для
определения фазовых скоростей распространения волн следует задать тензор пред-
варительных деформаций Γ(1) и направление волнового вектора, вычислить компо-
ненты акустического тензора (21), и решить задачу об определении его собственных
значений. Найденные фазовые скорости будут выражены через константы модели.
Выбирая различные предварительные состояния и различные направления распро-
странения волн, можно получить достаточное количество соотношений для определе-
ния констант.
Главные волны. В [1] главными волнами названы упругие волны, волновая нор-

маль которых совпадает с одной из главных осей тензора напряжений (деформаций).
В этом случае вычисление фазовых скоростей значительно упрощается. Рассмотрим
два частных случая предварительного деформирования: чисто объемное сжатие и
растяжение-сжатие в двух взаимно-перпендикулярных направлениях. В первом из
этих случаев в качестве главных осей тензора деформаций может быть взята любая
ортонормированная тройка векторов, а во втором – векторы, в направлении которых
производится растяжение и сжатие, и вектор, им перпендикулярный.

Пусть предварительным напряженно-деформированным состоянием образца явля-
ется чисто объемное деформирование. В этом случае все три главных значения тен-
зора деформаций равны Γ

(1)
i = Γ, а объемная деформация θ = 3Γ. Если волновая

нормаль совпадает с одним из базисных векторов, например n = e1, ненулевыми ока-
зываются только диагональные компоненты акустического тензора (21). Задача об
определении его собственных значений решается тривиально. Тогда фазовые скоро-
сти звуковых волн определятся следующими соотношениями:

для продольной волны p(1) = e1, ρ0c
2
(1) = K + 4G

3 + (3C1 + 2C2) Γ
3
√

3
,

для поперечных волн
p(2) = e2

p(3) = e3

}
, ρ0c

2
(2) = ρ0c

2
(3) = G+ C2

Γ
2
√

3
.

(23)
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Измерения скоростей распространения волн при таком предварительном деформи-
ровании не позволит определить все константы модели, так как соотношения (23) не
содержат константу C3.

Рассмотрим в качестве предварительного деформированного состояния двухосное
растяжение-сжатие. При таком предварительном состоянии тензор деформаций в
главных осях имеет представление Γ(1) = Γ (e1e1 − e2e2), объемная деформация θ = 0.
Если волна распространяется вдоль первого главного направления, т.е. нормальный
вектор n = e1, то фазовые скорости распространения

для продольной волны p(1) = e1, ρ0c
2
(1) = K + 4G

3 + (C2 +
√

3C3) 2Γ
3
√

3
,

для поперечных волн
p(2) = e2

p(3) = e3

}
,

ρ0c
2
(2) = G,

ρ0c
2
(3) = G+ 0, 5C3Γ.

(24)

Если волновая нормаль направлена вдоль второго главного направления, т.е. n =
e2, то скорости распространения волн определяются

для продольной волны p(1) = e2, ρ0c
2
(1) = K + 4G

3 − (C2 +
√

3C3) 2Γ
3
√

3
,

для поперечных волн
p(2) = e1

p(3) = e3

}
,

ρ0c
2
(2) = G,

ρ0c
2
(3) = G− 0, 5C3Γ.

(25)

Если волновая нормаль n = e3, то скорости распространения волн определяются
выражениями

для продольной волны p(1) = e3, ρ0c
2
(1) = K + 4G

3 ,

для поперечных волн
p(2) = e1

p(3) = e2

}
,

ρ0c
2
(2) = G+ 0, 5C3Γ,

ρ0c
2
(3) = G− 0, 5C3Γ.

(26)

Отметим, что в последнем случае скорость распространения продольной волны не
зависит от предварительных деформаций, а в случаях (24) и (25) от достигнутых
деформаций не зависит скорость распространения одной из поперечных волн. По
величине эти скорости равны скоростям распространения волн в линейно упругом
материале без предварительных деформаций.

Измерение скоростей распространения продольных и поперечных волн при рас-
смотренном предварительном деформированном состоянии также не позволяет иден-
тифицировать модель, т.к. соотношения (24) – (25) не содержат константу C1. Далее
рассмотрим главные волны в задаче об одноосном сжатии.
Идентификация модели Генки-Мурнагана в опыте на одноосное сжатие.

Рассмотрим главные волны в задаче об одноосном сжатии. В работе [13] предложена
схема эксперимента на одноосное сжатие, в соответствии с которой в предварительно
сжатом стержне, рабочая часть которого имеет поперечное сечение в форме квад-
рата, распространяются волны в направлении оси стержня и в перпендикулярном
направлении. Материал стержня – полиамид 6 (Ertalon). Результатами исследования
являются экспериментальные кривые зависимости скоростей распространения про-
дольных и поперечных волн от величины предварительного сжатия. Величина мак-
симальной деформации сжатия в экспериментах составляла 0,02. Для рассмотренного
материала из результатов экспериментов определены упругие константы материала:
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константы Ламе: λ = 4, 77 ГПа, G = 1, 37 ГПа, константы Мурнагана: l = −9, 99 ГПа,
m = −8, 23 ГПа, n = −5, 77 ГПа, плотность материала ρ0 = 1073, 4 кг/м3.

При одноосном сжатии тензор истинных напряжений имеет вид S = S11e1e1, тензор
деформаций Γ = Γ1e1e1 +Γ2 (e2e2 + e3e3). Связь между напряжениями и деформаци-
ями определяется соотношением (10). Поперечные деформации Γ2 определяются из
условия равенства нулю напряжений S22 и могут быть найдены из выражения

Γ2(λ) = 6
2A2−A1

(
−
(
2
(
K + G

3

)
+ A1+A2

6 lnλ
)

+

+

√
1
36

(
(A1 +A2)

2
+ 3A3(A1 − 2A2)

)
ln2 λ+

(
KA1 + 2

3GA2

)
lnλ+ 4

(
K + G

3

)2)
,

(27)

где комбинации нелинейных упругих констант C1, C2, C3 обозначены следующим об-
разом: A1 = 4

3

(
C3 − 2√

3
C2

)
, A2 = 4√

3

(
C1 + C2

6

)
, A3 = 4

9

(√
3

2 C1 − C3

)
. Константы C1,

C2, C3 вычисляются через константы Мурнагана по формулам (9).
Рассмотрим волну, распространяющуюся вдоль оси сжимаемого стержня, с векто-

ром волновой нормали n = e1, тогда фазовые скорости распространения

для продольной волны p(1) = e1,

ρ0c
2
11 = K + 4G

3 +

+
(
C1

3
√

3
+ 2C2

3
√

3
+ 4

9C3

)
Γ1+

+
(

2C1

3
√

3
− 4

9C3

)
Γ2,

для поперечных волн
p(2) = e2

p(3) = e3

}
,

ρ0c
2
12 = ρ0c

2
13 = G+

+
(
C2

6
√

3
+ 1

6C3

)
Γ1 +

(
C2

3
√

3
− 1

6C3

)
Γ2.

(28)

Если волна распространяется перпендикулярно оси сжимаемого стержня, с векто-
ром волновой нормали n = e2, то фазовые скорости распространения

для продольной волны p(1) = e2,
ρ0с2

22 = K + 4G
3 +

(
C1

3
√

3
− 2

9C3

)
Γ1+

+
(

2C1

3
√

3
+ 2C2

3
√

3
+ 2

9C3

)
Γ2

для поперечных волн
p(2) = e1

p(3) = e3

}
,

ρ0c
2
21 = G+

(
C2

6
√

3
− 1

3C3

)
Γ1+

+
(
C2

3
√

3
+ 1

3C3

)
Γ2,

ρ0c
2
23 = G+

(
C2

6
√

3
+ 1

6C3

)
Γ1+

+
(
C2

3
√

3
− 1

6C3

)
Γ2.

(29)

Однако в экспериментах измеряется так называемая эффективная скорость распро-
странения волны Wij = cij

L
L0

[11], в выражении для которой учитывается изменение
размера образца в направлении распространения волны. Отметим, что в обозначении
скорости первый индекс означает направление волновой нормали, а второй индекс –
направление вектора поляризации.

Пять соотношений (28), (29) позволяют определить все пять констант модели по из-
меренным в эксперименте величинам эффективных скоростей распространения волн.
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На рисунке 1 приведены графики изменения эффективной скорости продольной и
поперечной волн, распространяющихся вдоль оси стержня. На рисунке 2 приведены
зависимости эффективных скоростей продольной и поперечных волн, распространяю-
щихся перпендикулярно оси сжимаемого стержня. На графиках аргументом является
величина λ = L

L0
, характеризующая величину деформаций сжатия. На этих рисунках

для сравнения приведены эффективные скорости распространения волн Vij , опреде-
ленные по модели Мурнагана (1), когда в качестве меры деформаций используется
тензор Коши-Грина. При одинаковых значениях констант отличия между скоростя-
ми Wij и Vij , определенными по различным потенциалам, становятся существенными
при деформациях порядка 10%.
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Рис. 1 Эффективные скорости
распространения волн вдоль оси стержня
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Рис. 2 Эффективные скорости
распространения волн в поперечном

направлении

Сопоставление результатов расчетов с опытными данными, приведенными в [13], за-
труднительно, поскольку в этой работе деформации не превышают 2%, а относитель-
ное изменение фазовой скорости не превышает 1% от величин, определяемых линей-
ной теорией упругости. Однако приведенные на рисунках зависимости эффективных
скоростей распространения продольных и поперечных волн качественно подтвержда-
ют экспериментальный факт, приведенный в работе [3]. В этой работе отмечается, что
с ростом степени сжатия фазовая скорость продольной волны, распространяющейся
в направлении сжатия, возрастает (см. рис. 1).
Выводы. В работе в инвариантной форме получено уравнение распространение

акустических волн и выписано выражение для акустического тензора, соответствую-
щего модели нелинейной упругости Генки-Мурнагана. Рассмотрены возможные про-
граммы определения констант модели по величинам скоростей распространения про-
дольных и поперечных волн, возбуждаемых в образцах с различными предваритель-
ными деформациями. Показано, что все пять констант модели можно определить из
динамических экспериментов, если в образце создать предварительное объемное де-
формирование и деформации растяжения-сжатия в двух взаимно-перпендикулярных
направлениях. Другой вариант идентификации материала состоит в определении кон-
стант модели из опыта на одноосное растяжение образца с поперечным сечением в
форме квадрата. Сравнение результатов расчетов фазовых скоростей распростране-
ния волн по моделям Генки-Мурнагана и Мурнагана показало, что до деформаций
10% эти результаты практически совпадают.
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Abstract. The dynamic methods for selecting models of a nonlinear elastic deformable body are
considered. Depending on the model, five elastic constants of the second and third orders, which
are available in the relations of the models, can be determined. The calculation formulas and the
given example of determining the dependence of phase velocities for polyamide 6 are obtained in
the article.
Keywords: finite deformations, Hencky tensor, Hencky-Murnaghan model, uniform compression,
acoustic waves, identification of constitutive relations.
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